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Abstract — This article is about the learning of the cadtion of derivatives by students aged 16 to 17s/edmo are
struggling with issues involving rectilinear mot®rtheir associated speeds (whether variable gt antd graphs
depicting the position functions.

One analyses these issues as being componentseofvaonment and as the embryonic forms taken mwkedge
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technical discourse capable of justifying the téghes developed at this stage.

Keywords: derivatives, environment, motion and speed, emiicydorm of knowledge, praxeology of the
“modelling” type.

UNA FORMA EMBRIONARIA DEL CONCEPTO DE DERIVADA INDUCIDA PORUN MEDIO GRAFICO-
CINEMATICO EN UNA PRAXEOLOGIA DE “MODELACION”

Resumen— Este articulo concierne el aprendizaje delutdlde derivadas en alumnos de 16-17 afios quiestas t
cuestiones relacionadas con movimientos rectilineas velocidades variables o no y sus correspotedigyraficas
de sus leyes de posicion.

Analizamos estas cuestiones como componentes Gmedio” (milieu), y las formas embrionarias tomadasno
conocimiento construido en este contexto. Estastigacion también muestra en qué consiste una@gia de
tipo “modelacion” y el tipo particular de discursecnolégico capaz de justificar las técnicas deladas en esta
etapa.
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tipo “modelacion”.

RESUME

Cet article concerne I'apprentissage du calcul deiwées tel qu'étudié chez des éléeves de 16-1aaprises avec
des questions mobilisant des mouvements rectilijaass vitesses variables ou non et les graphidadsurs lois de
position.

On y analyse ces questions comme composantes dlieuret les formes embryonnaires que prend le isavo
construit dans ce contexte. Cette recherche illgstreutre en quoi consiste une praxéologie de¢ypedélisation »
et le type patrticulier de discours technologiquecsptible de justifier les techniques mises autgoie stade.

Mots-Clés : dérivées, milieu, mouvements et vitesses, formebrgomnaire d'un savoir, praxéologie
« modélisation ».

" ICHEC Brussels Management School, jeanyves.gantofe@ice

" ULg (Université de Liége), mschneider@ulg.ac.be



Cet article étudie les potentialités et les limitiasn certain « milieu » dans I'apprentissage désvées

au niveau de I'enseignement secondaire. Ce miltwealifié de « graphico-cinématique » en ce sens
gue les taches qui sont dévolues aux éléves matiildes mouvements rectilignes précisés par urdeloi
mouvement, d’abord donnée sous forme graphiquartessensuite d’'une expression analytique. En
outre, ces mouvements sont quelconques pour mieilda variété graphique, I'étude ne portant pas s
d’éventuelles forces les régissant : on est doac bon dans le cadre de la dynamique mais danisdeelu
la cinématique.

Au dela de I'étude de ce milieu, il s’agit d’illust en quoi peuvent consister des praxéologiegpe t
« modélisation », les formes embryonnaires qu'ynpeat les savoirs mathématiques (Schneider, 1988,
2011} et ce quelles supposent en termes de discoutsnatagique qui légitime une technique
mathématique dans un contexte particulier sanséfoent relever d'un discours proprement
mathématique.

Plusieurs thématiques mobilisées ici ont été titkem dans des recherches antérieures sur I'analyse
mathématique, en particulier : le role des métaghoflLakoff & Nunez 1997), la présence d'un
mouvement non uniforme, fOt-il virtuel, et de r&Bces temporelles (Rosenquist & McDermott 1987 ;
Schneider 1988), l'articulation « local-global »cffBeider 1988 ; Maschietto 2002), le rdle du milieu
« graphique » (Bloch 2000), I'importance des outlis médiation sémiotique (Falcade 2006) et la
séparation entre discours technologique et disdabéique (Hardy 2009) sur laquelle nous reviensro
Mais notre apport particulier est d’analyser l'impa&ur la construction de savoirs par les éléves de
variables didactiques des situations qui leur pomposées et dont nous cherchons a mettre en éeidien
caractéere fondamental par rapport au savoir visé.

Dans un premier temps, nous décrivons le cadreithéoretenu : en particulier, nous précisons notre
acception du concept de milieu ainsi que le niveeaxéologique auquel se situe I'apprentissage visé.
Ensuite, nous nous focalisons sur quelques sittmixtraites d’'une ingénierie didactique amplelesel
qui visent une genése du concept de vitesse iastaat les référents épistémologiques et didactique
principe de leur construction, ce qu'on peut eeratte dans les classes, ce qui a pu y étre obseng
qui permet de l'interpréter. En bref, les analysisdard constitutives de la méthodologie de retiger
propre a la théorie des situations didactiquesinEmbus situons les apprentissages observés dens u
approche plus globale des dérivées et soulevogsdstion de la nature et de la pertinence d’'urodisc
technologique qui ne s’apparente que de loin hdarie mathématique.

LE CADRE THEORIQUE

1. Une acception large du concept de milieu

Le concept de milieu tel que nous I'entendrons raivoie aussi bien a la théorie des situations
didactiques (TSD) qu'a la théorie anthropologiqueditactique (TAD). En référence au premier cadre
théorique, nous parlerons du milieu comme ce qtorage une déclinaison adidactique d’une situation
fondamentale modélisant un savoir donné. Cependans considérerons le milieu en un sens tres large
comme le font Laborde et Capponi (1994) qui par@atCabri-géométre comme « constituant d’'un
milieu pour I'apprentissage de la notion de figgémmeétrique ». Et, a l'instar de Fregona (1995lusno
estimons que le milieu comporte non seulement gpscis « antagonistes », en tant que systéme mettan
a I'épreuve des connaissances devenues inopéralfiesnmais aussi des aspects « alliés ». Ceuxrti s
précisément liés au milieu de la théorie anthrogiglae que Perrin-Glorian (1999) assimile a ce dgr'el
appelle le milieu potentiel, soit « 'ensemble dégets pour lesquels le rapport personnel estestabl
conforme au rapport institutionnel, lui-méme stahldinsi, pensons-nous montrer qu’un certain rappo
des éléves aux vitesses telles qu'appréhendéaserdrdes graphiques favorise une premiére émergenc
du concept de dérivée.

Mais, un milieu, c’est aussi ce qu'un professeyl@ie d’'un dispositif donné pour enseigner et ce
que les éleves s’approprient de son discours pppreadre. L'étude du milieu et de son impact sur
I'apprentissage suppose donc de considérer ce gaed®, Mercier et Sensevy (2007) nomment le jeu
des acteurs avec le savoir qui comprend non seunlele® « jeux possibles de I'éléve » confronté & de

! L'auteur utilise cette expression en soulignamt saractére contextuel : ces formes embryonnainesasdécrire au
cas par cas, en relation avec le contexte ou iament racine.
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taches qui lui sont dévolues mais aussi les « jussibles du professeur sur les jeux de I'éléve ».
Intégrant les exigences de la TSD en matiere dépislogie des savoirs aux dimensions institutidesel

de la TAD, Mercier (2008) montre alors I'importanckns la gestion de la classe, de jeux de langage
susceptibles de produire des significations noasell

2. Un apprentissage inscrit dans une praxéologiemodélisation »

Les enjeux de notre recherche ne peuvent se codngreans faire référence a ce que Schneider (2008)
appelle des « praxéologies de modélisation ». Lecept de praxéologie est celui de la théorie
anthropologique du didactique, qui nous parait r@pmodéliser I'activité mathématique pourvu qu’on
I'utilise pour rendre compte de I'économie de pensé d’action que celle-ci autorise : pour accompli
certaines taches de maniére efficace et conviviefemathématiciens ou d'autres mettent au poist de
techniques qu'ils prennent la peine de justifiedetrendre intelligibles. Leurs discours technalogis
sont peu a peu « englobés » dans des organisatimhitives qu’on appelle théories ou remplacés par
celles-ci et ce point fera ici I'objet d’'un questiement. Optant délibérément pour un regard « macro
focalisé sur la genése scolaire des mathématiqua® econsidérant que des types de taches ayant un
caractere fondamental dans I'activité mathématidiehneider (2008) considére alors deux sortes de
praxéologies, tant comme processus que comme psaticeux-ci.

D’abord des praxéologies « modélisation » dansuleltes les taches consistent a modéliser par des
concepts mathématiques des systémes intra ouregtteématiques faits d’objets préconstruits au dens
Chevallard (1991). Ceux-ci, telles les aires ouMigssses, ne sont pas définis d’emblée par les luiai
concepts mathématiques, en l'occurrence le comepimite. lls existent seulement par le truchement
d’'une désignation, non pas construits mais présentar une deixis qui est un appel a la complaatés
la reconnaissance ontologique » (Chevallard 199t)cherche, dans un premier temps, non a les défini
mais a les déterminer par I'une ou I'autre techeigu s’appuyant sur les convictions, images, iotust
que I'on peut avoir a leur propos. lls fonctionnahbrs comme des « objets mentaux » au sens de
Freudenthal (1973), soit en quelque sorte commeualestituts de concepts.

Ensuite les praxéologies « déduction » dans lelgudds objets préconstruits laissent place a des
concepts proprement mathématiques, existant cattepér le truchement d’'une définition qui va danne
prise au raisonnement déductif. C’est qu’alorstéehes majeures sont axées sur la constitutioned’'un
organisation déductive : il s’agit, par exemplegtdblir un systeme d'axiomes « simple » et non
redondant, de conjecturer un ordre d’agencemettiéeémes et de le faire aboutir sur la base dgese
d’inférence du calcul propositionnel et de celus gegédicats... Dans cette perspective, les aires sont
définies comme des intégrales et les vitesses codem@érivées, les unes et les autres étant dencade
particuliers du concept de limite qui, formulé emtes de quantificateurs et d'inégalités, inspioesaun
mode de preuves exemptes de toute considérationégéque ou cinématique.

Comme montré par Schneider (1988, 1992), la maatd&is, par le biais de concepts d'analyse
mathématique, de grandeurs telles que aires,mady vitesses suppose un apprentissage qui nasva p
de soi. Et c’est ce que nous avons étudié a prdpswitesses, nous situant donc dans une praxéologi
modélisation, non seulement pour jauger le sausté&miologique qui existe entre le préconstruit
« vitesse » et le concept de dérivée, mais aussigtadier en quoi un travail sur les vitesses [fautnir
ou non aux éléves des images propres a alimentepégception du calcul de dérivées dans des ctasex
qui ne sont plus cinématiques. C’est la I'objentdijeur de notre ingénierie didactique, a laquetiasn
prétons donc un role essentiellement phénoméndtpehn fournir des observables pour alimenter
I'étude de la question et suggérer des pistes eignement. En particulier, les gestes et motsesyuels
les éleves s’emparent des objets du milieu sont gaupourraient structurer un discours heuristigue
professeur sur le sujet (Schneider 2011).

QUELQUES JALONS EPISTEMOLOGIQUES ET DIDACTIQUES

1. Le préconstruit ‘vitesse’

En quoi consiste le préconstruit vitesse dans Beixpentation relatée ici ? Les éléves concernésesmn
2éme année de lycée et ont environ 16-17 ans. Ondoac faire I'hypothése qu'ils ont atteint ledda
des opérations formelles au sens de Piaget (12%f)eg par conséquent, ils maitrisent depuis langge

la vitesse comme grandeur-quotient « espace/dyrgeelle soit constante ou moyenne sur un intégval
de temps donné. Ceci suppose, au-dela d'une élaborqualitative de la vitesse, que I'étude de
mouvements successifs aussi bien que simultané&sepéitre quantifiée en reposant a la fois sur une



mesure physique et non plus subjective du temgsirelfintervention de proportions telles qeg/e, =
t;/t,. L'enjeu est ici de passer a « l'instantané ».dMainature méme de la grandeur ‘vitesse’ la rend
particuliére par rapport a cet objectif, ainsi @ahneider (1988, 1992) I'a analysé. Résumons celes
quelques points de cette analyse.

Contrairement a 'aire, la vitesse est une grandeansive c'est-a-dire une « espece de grandewr po
laguelle I'addition n’est pas définie, mais ou I'pput définir la relation d’'inégalité (plus grandej »
(Lalande 1932). De cela découle que la vitesseenq@éte pas aisément a une mesure directe, pasrtapp
a une autre grandeur de méme espéce prise commée Shimesures il y a, elles portent la plupart du
temps sur I'espace parcouru et le temps écoufiaetonséquent, la détermination d’'une vitesse sagp
de plus, un calcul portant sur ces mesures. Lel@mabest que, dans cette perspective, le calcuetev
sujet a caution dans le cas d’une vitesse instaatpnisqu'’il revient a diviser 0 par 0. Quant aatea de
mesurages, ils s'accommodent mal de l'instantané&gp’ils requiérent immanquablement un certain
temps d’observation et de lecture, fOt-il petit.

Du point de vue de la perception sensorielle, istexégalement un clivage trés net entre une gséte
instantanée » et une vitesse moyenne sur un itieem@a temps. C’est que la perception d’'une vitesse
suppose la coordination de deux sensations: lfwh§en d’'images changeantes, d’'une part, et le
‘sentiment de durée’, d'autre part. Mais, a nouydamregistrement de toute perception au niveau du
cerveau suppose un laps de temps minimal.

Dans le monde des sens et des mesures existe doiossé important entre vitesses moyennes et
vitesses instantanées, plus important par exempéntie aires rectilignes et aires curvilignes ledlps
peuvent étre comparées les unes aux autres dueggumtl et se préter toutes également a la techdigue
pesage qui en fournit une mesure. Or, comme l'atr@ddchneider (1988) dans plusieurs contextes, une
vision positiviste des mathématiques constituehstazle épistémologique majeur : dans le cas prében
s’exprime par un déni du concept de vitesse inate&® que les éléves ne parviennent pas a concevoir
comme concept imaginé par I'esprit humain maislgypensent plutdt comme prolongement ou copie
d’'une ‘expérience sensible’ dans laquelle I'instaét n'a pas droit de cité : « Une vitesse insta®aga
n'existe pas — disent-ils -, il N’y a pas moyenldemesurer, car le temps de regarder sa montrel et d
temps s’est déja écoulé ». Dans I'histoire des émttiques, c’est également une telle vision quiexpr
Berkeley (XVIF siécle) lorsqu’il critique, lui aussi en référenada difficulté de mesurer, le concept
d’ultima ratio de Newton qui préfigure d’'une certaine fagcon natecept de limite : «[...] comment
peut-on concevoir une vitesse au moyen de teligisels ? Une vitesse dépend du temps et de I'espace,
ne peut étre congue sans eux [...] car, considénmapleort de deux choses suppose que ces chosés aien
une grandeur et que cette grandeur puisse étreréeesuComme l'indique ce dernier mot, c’est bign |
un propos ou le point de vue adopté est celui dmdaure et non celui d’'une grandeur définie par
I'entremise d’'un concept mathématique.

Il s'agit ici d’étudier certaines conditions d’érgence de la vitesse instantanée telle que défariéep
biais du concept de dérivée et, en particulier ager en quoi un milieu de type graphico-cinémagiq
peut nourrir cette conceptualisation de connaissanmus qualitatives. Nous utiliserons ce dernier
qualificatif, plus largement que Piaget, dans uceeption commune voulant simplement signifier gar |
gue, en certaines circonstances, on peut savoiexgenple, si la vitesse variable d’'un mobile dstplus
en plus grande’ ou ‘plus grande que’ celle d'urrawins avoir quantifié la vitesse instantanée cemm
calcul de limite.

2. Un probleme référent, ses variables et leur imga

Comme le montre I'analyse supra, il y a du chemipaécourir entre une premiére appréhension des
vitesses variables et leur modélisation au moyendéeivées. En quoi pourrait consister un tel chesni
quelles situations pourraient y mener les éléeveew répondre a cette question, Schneider (198®)19

a proposé a des éleves de lycée un probleme dex 4i¢a » dont elle analyse les variables didaetiet

leur impact. Nous reprenons ici quelques élémeatsah analyse dans la mesure ou le début de notre
ingénierie didactique se définit par rapport a kebfgme. Ce dernier mobilise un débit qui est utesse
particuliére jouant le réle de préconstruit avex neémes caractéristiques que celles relevées sisles
En voici I'énoncé : « Une pompe alimente un vasaqee. Elle est réglée de telle maniére que leanive

de I'eau y monte régulierement de 1 cm/min. L'argglesommet du céne vaut 90°. Jusqu’a quand le débit
de la pompe sera-t-il inférieur a 100 cm3/min ? ».
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Figure 1.

Dans ce probléme, deux grandeurs sont mobilisésest|'une a I'autre : la hauteirde I'eau dans
le vase, d’'une part et son voluriie d’autre part. Connaissant la vitesse de variadi®@h, on pose une
question relative a la vitesse de variatiorVdeoit le débit. Ce probléme fait donc partie delésse des
probléemes appelés problémes de « taux liés » owdesses liées ». En outre, dans le cas prékent,
évolue a vitesse constante et, dans le context@dsmé d’'un vase s'élargissant, ce fait induittllition
gue le débit augmente constamment. Et, selon upetihgse implicite de continuité, ce débit ne peu q
passer par toutes les valeurs et vaudra donc 180 rmoment donné, sous entendu bien sir que I'eau
n'aura pas débordé jusque-la. Ce contexte a pdéefr &génclencher un investissement des éleves kdans
résolution du probléme, ceux-ci percevant d’emiéémature de la difficulté relative a la varialglitu
débit mais ne doutant pas de I'existence d'unetiemiu

Une autre variable didactique de cette situatientten ceci : la question n’est pas de savoir & qu
vaut le débit en un instant donné mais de détemimenoment précis ou le débit aura telle ou telle
valeur. C’est la une maniére d'éviter, dans un peeremps, de faire référence au concept savant de
« débit ert = 2 », par exemple, pour laisser les éléves se pelasig la globalité du phénoméne et sur la
variation du débit. Cela a deux effets. D’abord déésves engagent spontanément le concept de débit
moyen, le seul gu'ils connaissent. Ensuite, apngsr aait quelques approximations de la réponse
demandée, ils débattent de la nécessité d'algébnise seulement la variable temps mais aussi sa
variation pour arrivein fine, avec I'aide du professeur, a I'égalité :

m (At)?

3
dans laquelle le premier membre est I'expressimpkiée du débit moyen sur I’intervallkt;t + At].

La vue globale de cette équation a deux variakiids désir de ne garder que l'inconnue principale
poussent alors certains éléves a identifier uneragtossible : annulest, ce qui conduit a I'équation
mwt? = 100 dont la solution serait la réponse a la questiosép. Ainsi, le choix de comme inconnue
conduit a I'émergence non pas du nombre dérivégisaiordre numérique et local, mais de la fonction
dérivée qui se situe dans l'algébrique et le gla@bajui fait I'efficacité du calcul infinitésimal.

Mais la suppression des termes &nsouléve un débat collectif au cours duquel cestaileves
récusent le concept de débit instantané : « Eremnps nul, aucun volume n’est versé et on ne peut pa
avoir un débit avec un volume nul », souvent egre¥fce a I'impossibilité de faire des mesures en un
temps nul ce qui est révélateur, comme décrit péud, de leur vision positiviste des mathématiques.
contexte précis du vase s'élargissant joue alorsdlm bien spécifique car il se préte a une preuve
pragmatique qui se formule comme suit : « Posoo8t@& du vase conique un vase cylindrique de base
100 cnf. Au lieu de considérer une seule pompe, on endplenx qui alimentent chacune un des vases,
de telle maniére que, dans les deux, le niveau'edal ly monte régulierement et simultanément de
1 cm/min. La pompe qui alimente le cylindre a émaeent un débit constant de 100%min. L’autre
pompe devra verser moins vite que la premieredaatle cone est plus étroit que le cylindre, es pite
que celle-ci aprés. Les deux pompes ont donc unemiéhit égal & 100 c¥min & linstant précis ou la
superficie de I'eau dans le cone vaut 106,aa qui donne :

mh? = wt? = 100,
t=10 /m. »

nt? + wt- At + = 100




Figure 2.

Au terme de ce travail, le professeur institutidiseale débit instantané comme le résultat obtemu e
supprimant les termes contenatt dans I'expression du débit moyen sur I'intervz{ﬂe t+ At], apres
avoir fait toutes les simplifications algébriquésnslard. Le qualificatif « instantané » se just#iers par

le fait que ce calcul permet de répondre avec éudeta une question qui releve de linstantané, la
preuve en étant fournie par I'expérience de peregggse plus haut.

UNE INGENIERIE DIDACTIQUE BASEE SUR DES ETUDES GRARQUES DE
MOUVEMENTS : DEUX ANALYSES A PRIORI DE MOMENTS CLES

Le probleme analysé brievement ci-dessus se peeap travail graphique, méme si certains éléves
ébauchent le graphique du volume d’eau en fonatiotemps ou celui du débit. Il faut alors ménager u
travail qui donne 'occasion aux éléves de rappeoclitesse ou débit instantané, d'une part, etepdat
tangente, d’autre part, pour tenter de rejoindreqoé s’enseigne classiquement. Dans un souci
d’économie se pose ainsi la question d'un disgositdactique qui conjuguerait a la fois une
interprétation cinématique de la dérivée et sogrprétation graphique. C’est la notre entreprise dend
compte cet article.

1. Comparer un mouvement uniforme et un qui ne I'eéspas : les stratégies possibles

Les mouvements proposés ici sont des mouvemertigrees qui ont un caractére épuré : on imagine
deux particules ponctuelleB, etP,, qui se meuvent sur un axe orienté muni d'uneirgig@t d’'une unité.
Sans respecter la chronologie de l'ingénierie covée ici, commencons par décrire le probleme qui,
dans ce contexte, fait pendant au probleme dua@sgue, en ce sens qu'il en adopte plusieurs bisa
didactiques, ainsi que nous l'analyserons plus lbistagit de comparer deux mouvements rectilighes
premier étant uniforme et le second étant un moewtmccéléré. Ces mouvements sont précisés dans un
premier temps par les graphiques de la figure 3.

-~

Figure 3.

La question centrale posée aux éléves est de daterha plus précisément possible I'instant oudeax
mobiles ont la méme vitesse. Les réponses attenduestte question sont multiples et ont été
effectivement observées (Gantois et Schneider 2@@pord, les éléves peuvent considérer, a vue, le



Un milieu graphico-cinématique 7

point de la courbe ou la tangehest parallele au graphique du mouvement uniforineoasidérer
I'abscisse du point comme réponse. lls peuventi awsduer I'abscisse correspondant a une différence
d'ordonnées maximale. Enfin, ils peuvent situemdtant cherché a l'intérieur d'un méme intervalée d
temps sur lequel la variation de position est idgt pour les deux mouvements. Nous reviendrons plu
loin sur le bien-fondé de ces stratégies graphigtdésur plausibilité chez les éléves concernés pous
attarder dans un premier temps sur les types dalsauxquels elles peuvent conduire lorsque issde
position sont précisées par des expressions amadgi Supposons d’'abord gug(t) = t? etp,(t) =

V3t.

La premiéere stratégie, que nous appellerons steatdgs droites paralléles, se décline selon trois
variantes. Premierement, effectuer le déplacememeddroite parallelement g, (t), ce qui conduit a
réduire l'intervalle contenant l'instant cherché&qu’a un point unique, comme illustré par la figdre
Cette technique fonctionne parce que la vitesséadearticule correspondant @ (t) est strictement
monotone. Deuxiéemement, tracer d’'une droite ayamb&me pente que la droite de référence a I'endroit
ou la courbe a également la méme « pente » que detite. Ceci n'exige pas nécessairement de faire
référence a la croissance de la vitesse d'une aigydes mais peut s’appuyer sur le fait que [zerte

de la courbe » (ou celle de sa tangente) donne laietitesse instantanée du mobile. Troisiemement,
effectuer le déplacement d’'une droite, tangentiefliet a la courbe, de l'origine jusqu’au point ou sa
pente est égale a celle pg(t). L'abscisse de ce point est I'instant cherchérdisonnement présuppose
I'idée, qu'a I'instant cherché, la vitesse qui taférieure a la vitesse de référence lui devsamérieure.

P T /

Figure 4.

De ces trois variantes de la premiere stratégidesdes deux premiéres peuvent étre algébriséedesa
éleves qui ne maitrisent pas encore la notion dgefste au sens de I'analyse, sous une méme forme
d’ailleurs, en exigeant que le systéeme suivaniragt seule solution :

{p(t) =V3t+k

p(t) = t*
le point d'intersection entre la tangente et larbeuétant unique. Le discriminant de I'équaticn—
V3t — k = 0 est alors nul et l'instant cherché est la racinebi® de cette équation. Cette démarche
suppose évidemment, de la part des éléves, uneshwaitrise d’'un travail algébrique exploitant des
parametres.

Une seconde stratégie consiste a trouver l'instantécart de position entre les deux particules es
maximal (figure 5). En effet, lorsqu’au début, Bétaugmente, c’'est que la particBeva plus vite que
P, ; plus tard, on constate que cet écart dimingmesgue, désormaiB; va plus vite qué,. L'instant
cherché est donc l'instant ou I'écart cesse detrergiour commencer a décroitre. Le calcul conduit a
trouver le maximum d’une fonction du second deg/8 t — t2. L’instant cherché est alors I'abscisse du
sommet de la parabole.

2 Cet article portant principalement sur la notiorvidesse, nous ne nous attarderons pas sur ungsardgs diverses
conceptions de la tangente qui peuvent étre mébaisci. Cependant, en référence a la recherche stel€§1995),

nous préciserons que, dans ce qui suit, une caoneptntersection Globale » héritée de la tangemteercle suffit

tant pour imaginer les stratégies graphiques pseque pour les traduire algébriquement. Ce qui némime que

soient travaillées, dans les situations présedtasfres conceptions de la tangente, en particabéle d’'une droite

rencontrant la courbe en deux points « infinimanthes » telle que rencontrée chez Leibniz. Mdss peurrait faire

I'objet d’'un autre article a part entiére.



Figure 5.

La troisiéme stratégie consiste a découper les proawnts respectifs des deux particules selon de
petits intervalles de temps de méme durée (figuret pour chacun d'eux, a comparer la vitesse
moyenne des deux particules (matérialisée parféepune marche d’escalier) ou, éventuellement, le
variation de position (hauteur des contremarchigg)stant cherché se trouve dans lintervalle oa le
vitesses moyennes (ou les variations de positionf) &gales. La précision de cette stratégie dégerd
durée de l'intervalle de temps considéré : plustdivalle est petit, mieux l'instant cherché esteaiié.

En réduisant l'intervalle a «rien », c’est-a-dsiel'on considére un intervallgt; ¢ + At], en prenant
At = 0 une fois faites les simplifications algébriquesgibles, on obtient également l'instant cherché :
(t + At)? — t?

V3
@—T (=>\/§=2t+AtC>f=7

lorsqueAt = 0.

- » /
P ! // %

v

Figure 6.

Des trois stratégies, seule la troisieme conduih &alcul de type « infinitésimal ». Mais elle 'ems
forcément la plus commode. Puisqu'il existe deutxesustratégies, plus faciles a mettre en ceuvgeiet
évitent de recourir a la troisieme stratégie, ormpaat pas dire que cette premiére question possede
caractéere fondamental par rapport au savoir visé |a dérivée. C’est pourquoi la situation se soitr

par la donnée d’autres expressions de mouvemepgrgiculier, on remplacg, (t) = t2 parp, (t) = t3.

La premiére stratégie conduit alors a résoudre éopgation du troisieme degré, ce que les éléves
concernés ne savent pas faire, tandis que la secstnatégie conduit a déterminer le maximum local
d’'une fonction du troisieme degré, ce que les &@aasavent pas (encore) faire non plus. Par ¢datre
troisieme stratégie conduit a une réponse.

Pourquoi, dées lors, commencer par une expressidt) du second degré et non directement du
troisieme degré ? En réalité, on s'attend a cergdeire At a zéro soit sujet & caution aux yeux des
éleves, comme dans le cas du vase conique. Rést'adbard le probléeme avec une fonction du second
degré permet alors de donner une légitimité praigmata cette procédure infinitésimale puisque eslle
donne la méme réponse - dans un cas au moins edligeobtenue par les deux autres stratégies qui
seront sans doute jugées moins contestables. lie dlume fonction du second degré pour modéliser le
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mouvement non uniforme est donc, de ce point de une variable didactique importante, puisque
I'existence d’au moins une autre méthode va permett contréle de la réponse fournie par le nouveau
calcul, celui qui esta priori, sujet a caution en raison de I'annulationAde Ce mode de validation
pragmatique est le propre des praxéologies « ngadi@n » : il permet de donner aux techniques €lles
mémes le statut de modéle mathématique, ici lssaténstantanée qui sera définie a terme comme le
résultat de ce calcul nouveau. Fermat y recourt [ggitimer sa méthode d’adégalité qui fait la pgzetle

aux infinitésimaux jugés douteux en raison de Eamble statut : tantét non nuls, tant6t nuls. Betef
avant de l'exploiter pour trouver de nouveaux rids] il la met a I'épreuve pour résoudre deux
problémes qui I'avaient été dés I'Antiquité sanagesaucun d’'une quelconque notion d'infinitésimal :
I'optimisation de l'aire des rectangles isopérirtgtes, déja réglée par Euclide sur base d'une preuv
exclusivement géométrique et la détermination deategente en un point d’'une parabole réalisée par
Apollonius de Perge sans aucune considérationritégimale ».

En définitive, le caractére fondamental de ce pargénierie doit étre jaugé a I'aune de I'ensemble
des déclinaisons associées a cette comparaisoauwengbuvements dont I'un est uniforme : approches
graphiques et analytiques, mouvement non uniforge par une loi du deuxieme degré et puis par une
autre du troisieme degré.

2. Similitudes et différences avec le probléme dwage conique ; nécessité d'une situation en amont

Ce probléeme que nous venons de décrire comportesidebtudes avec celui du vase conique. On
remarque effectivement au moins trois variablesctiques communes. D’abord, comme pour le débit,
on pose une question relative au temps plutdt guéednander quelle est, a un moment donné, la gitess
du mobile qui accélére. Ensuite, une autre variglidactique est que cette question est relativea a u
mouvement dont la vitesse est variable, la questaons le probléme du vase conique portant sur bit dé
variable lui aussi. Enfin, la troisieme variablealitique consiste en ceci: la procédure infinitéde
peut, dans les deux cas, faire I'objet d’'une valiapragmatique : une preuve physique dans ledoas
vase conique et, pour la comparaison de mouvememaslignes, le contrdle par des méthodes
algébriques dans le cas ou le mouvement non urgf@sh donné par une fonction du second degré. On
peut s'attendre dés lors a ce que la situationitééia section 1 produise des effets comparablEsux

de la situation du vase conique. Nous les résunadms : mise a I'épreuve du concept de vitesse
moyenne tout comme le probléme du vase coniqueétaifpa une mise a I'épreuve du concept de débit
moyen ; ensuite, identification d’'un méme type @écul nouveau, qui consiste a rendyienul pour
obtenir une équation ou I'inconnue est le temgsermin, débat sur la validité de ce calcul.

Cependant, les problémes comparés ici nous panaifssé différents du point de vue de la deuxieme
variable didactique, surtout si I'on considére pas la variabilité elle-méme de la vitesse ou chitdsh
jeu mais bien la perception que les éléves pountraie avoir. Dans le probléeme du vase coniquet ges
contexte de vitesses liées qui est source de iosttiton : comme déja dit plus haut, vu que la téende
I'eau se fait a vitesse constante et que le vasaegslus en plus large, le débit ne peut querereit c’est
bien ce qu’expriment les éléves. Dans le probléesrmouvements, nous misons sur le contraste emtre u
graphique rectiligne et un qui ne l'est pas, c&slire entre un mouvement uniforme et un a vitesse
variable. Mais I'accés a ces mouvements est i@ piumbolisé que dans le probléeme du vase conique ou
le mouvement est décrit de maniére brute. En eff@bs le cas présent, les mouvements sont décrits
d’'abord par des graphiques puis par des expresaimalgtiques et I'on sait que cela peut poser gmobl
aux éleves. En particulier, plusieurs chercheurs{danvier 1978 et Rouchier 1980) ont pu obsamer
confusion chez certains éléves entre la trajectina mobile et le graphique de sa loi de mouvement
C’est pourquoi, il nous parait utile de créer utieuien amont du probléme qui vient d’'étre décrit.

Pour préparer les éléves a lire correctement laphigjues des lois de mouvement, une premiére
situation leur est proposée avant la situationitiéér la section 1 ci-dessus. lls doivent décrrelus
complétement possible (question ouverte) le mouwneiiene particule dont la loi de position est déan
par la figure 7 :
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Figure 4.

Un tel graphique permet avant tout de traduireal@actére intensif de la vitesse : en dehors deeqes

ou le mobile est a I'arrét et a, par conséquerd, witesse nulle, on peut dire que la vitesse autgrdams

un premier temps puis qu'elle diminue. Notre ini@mtici est de voir jusqu’'a quel point les éléves
peuvent s’approprier un tel graphique qu’ils ema@éja rencontré de semblables ou non en physique.
C’est la un premier contact avec des graphiqueteflamentcourbesqui représentent des mouvements
rectilignes et, cela peut déja poser probléeme aux éléves, eooata a été déja dit plus haut. Par contre,
nous n’‘avons pas jugé utile de proposer, a ce st graphiques décroissants correspondant a des
vitesses négatives. Nous y reviendrons.

EXPERIMENTATIONS DE CES PROBLEMES DANS LES CLASSES
DESCRIPTION ET ANALYSE DE QUELQUES RESULTATS

1. Le public d'éléves

Notre ingénierie a été proposée dans plusieure$yce I'enseignement général ou de I'enseignement
technique de transition. Les classes concernédsdssnclasses de cinquiéme (avant derniére année du
lycée en Belgique) : les mathématiques y sont gnées a raison de 8 heures par semaine pour 2 des
classes auxquelles a été proposée notre ingénileri@,heures par semaine pour 2 classes ou enedre d
heures par semaine pour 2 autres classes. Danglasses, le professeur avait abordé I'analyse
mathématique en commencant par I'étude des lindigenctions a une variable réelle (dont des s)jites

le degré de formalisation du concept de limite amtriselon le niveau de la classe. Aucun enseignemen
des dérivées n'avait encore été donné. Seuls geelgéves avaient été initiés a une approche agébr

des tangentes a des courbes polynomiales, sansrméééaucune au concept de limite.

Dans chacune des classes ou s'est déroulée I'exgtation, les éléves ont été invités a former des
groupes de quatre et, dans plusieurs cas, I'unedegooupes a été filmé. Les autres travaillaient en
autonomie, le professeur et I'expérimentateur (an® personne dans certaines classes) se contientant
plupart du temps d’interventions qui engageaiestéléves a clarifier ou a préciser leurs propositdo
les autres interventions ont été prises en comgns dotre analyeTous les groupes devaient remettre
un rapport écrit et, aprés chaque cours, le pretesst 'expérimentateur rédigeaient le leur encfimm
de notes prises au vol et partageaient leurs irsjomes. Les propos repris ci-dessous sont significde
la progression observée dans toutes les classes.

Dans ce qui sulit, les éléves sont identifiés pariaiiale (voire deux si nécessaire) suivie du @ron
de son groupe. Le professeur est appeté et I'expérimentateuExp.

Pour rendre compte des observations faites dansldsses et les analyser, nous reprenons l'ordre
chronologique des questions dévolues aux élévesnods commencons par décrire comment ils
appréhendent un mouvement rectiligne a partir dplygue de sa loi. C’est I'objet de la section ante.

® Dailleurs, les questions dévolues pouvaient éébartiellement sans empécher une dimension adjdach des
moments cruciaux. Ainsi, dans des classes pludefailune aide a pu étre apportée aux éléves lorsgue-ci
éprouvaient des difficultés a symboliser algébnmeet leurs idées.
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2. Des représentations graphiques qui se prétent ane approche qualitative de la vitesse
instantanée

Nous illustrons et interprétons ici en quoi lespinigues de lois de mouvement se prétent a une étude
qualitative de la vitesse au sens décrit plus Habord, les éléves parviennent a y lire les wda#les ou

la vitesse est variable. Ensuite, ils I'exploitemrrectement pour lier accélération ou décélération
mobile au sens de la concavité.

Des graphiques correctement interprétés, un aceesisur la variation de la vitesse

Rappelons que la premiére tache proposée aux édsesvés porte sur la description d’'un mouvement
rectiligne a partir du graphique de sa loi (celila figure 7). Il est a noter, tout d’abord, q¢an éléve

n'a interprété le graphique de la loi de mouvenwrhme la trajectoire du mobile, contrairement a ce
gu'on pouvait craindre. Ensuite, de I'observatioasdgraphiques, on pewt priori relever trois
caractéristiques : la position du mobile par rappdrorigine choisie sur la trajectoire en relatiavec la
situation du graphique par rapport a I'axe des iabss, le sens de parcours du mobile traduit par la
croissance ou décroissance de la courbe et latiearide la vitesse en liaison avec la concavités Bi
part un débat sur le signe négatif de la positiotiale du mobile, 'ensemble des éléves obsereés s
focalisent sur la vitesse et plus précisément auvasiation. D’abord ils repérent les intervalles le
mobile est a l'arrét :

E1 : Donc, simplement on dit par exemple : icigllmuge pas, vu que sa position reste la méme qlerte
temps augmente...

puis, trés vite, ils rapprochent accélération océtiration du mobile et sens de la concavité deilmbe
gue certains expriment hativement en termes deabpke dans un sens ou dans l'autre ».

C1 [s'adressant a N1] : Et puis Ia, a un momentdicit que ¢a fait une courbe comme c¢a et puissama
fait une parabole inversée comme ca. C'est pas laenpiarabole. Ca c’est une parabole et puis la tarai
truc : c’est une parabole dans l'autre sens.

Exp : Alors ? Tu dis quoi ?

N1 : Ca veut dire que la il accélere...

C1: On dirait que ici, 1a, c’est une parabole danssens et puis la, la parabole est dans 'autis, sonc
c’est pas : il accélere et puis la il décélere ?

N1 : Ca veut dire que la il augmente plus vite sétres en fonction des secondes, et |a il augmeatesm
vite.

E1l : Oui. C'est I'accélération quoi.

Comme le montre cet échange, I'élément technol@giporte sur 'augmentation de la distance par
rapport au temps. Mais certains éléves peinents danpremier temps, a exprimer cette augmentation
comme une différence de positions :

El : En fait quand on regarde dans des interveletemps plus petits, on voit qu'a chaque foisdsiton...

si on réduit a chaque fois l'intervalle de temps,voit que la position change a chaque fois plusrg@aport
au temps [E1 le montre sur sa feuille ou elle plarqbsition initiale de la particule comme réfé@ert trace
des segments verticaux de I'axe des abscissesoaifbe].

C1 : Chaque seconde... A chaque seconde, la distahpkis grande.

M1 : C’est pas la méme différence de position.

E1 : Il faut que je voie si la position est de pausplus grande ou bien si c’est la méme.

Exp : Ok. Donc, quand tu dis : la position est tesen plus grande, de toutes fagons elle estudegsi plus
grande.

E1 : La différence.

Par contre, on peut remarquer ici I'idée d'un deeame du temps de plus en plus fin, ce qui permet
d’enclencher un débat sur ce qui distingue vitessmyenne et vitesse instantanée, débat que
I'expérimentateur provoque en demandant a quel dgpatesse on a affaire ici :

El: Il y a vitesse instantanée et vitesse moyenne.

Exp : Oui. Et ce serait laquelle ? Ou ce seraitautee ou je ne sais pas...

M1 : Instantanée ?

Exp : Qu’est-ce que ¢a pourrait étre la vitesseirtanée ?

E1 : C'est a chaque moment la vitesse qu’on a.

M1 : Sur un petit intervalle, quoi.

E1 : Et si on fait la moyenne de toutes les vitessstantanées qu’on a, |a, on aura la vitesse nmeyeEt si
on prend a chaque fois le méme intervalle de temps...

C1: Non, pas vraiment...



12

N1:ll'y en a une infinité !

Un peu plus tard, M1 demande aux autres élévesmgreupe pourquoi ils ne parlent pas ici en termes
de vitesses instantanées, d’autant que deux d’enkr@vaient parlé de « vitesse moyenne qui augnient
chaque instant ». N'ayant pas été entendu une pretis, il insiste :

M1 : Mais pourquoi c’est pas bon vitesse instargehé

E1 : Mais, a mon avis, la vitesse instantanéet pesr, a chaque fois, un temps de plus en plustit, gaoi,
mais [...]

N1 : Je ne vois pas trés bien.

E1l: Si, genre, si ce n'est méme pas une secondess une vitesse moyenne, euh... Tu pourras deerand
au prof. Oui. A mon avis, il faut vraiment un intelle de temps hyper hyper précis pour avoir lasse
instantanée.

Ces quelques réactions se doivent d’abord d’éppaidées a la scolarité antérieure des élevesagies.
Ainsi, n'avons-nous pas rencontré un seul d’entveqli confonde la trajectoire et le graphique aléol

de mouvement. Cela s’explique sans doute par tegfdils sont, a ce niveau d'étude, quelque peu
familiers de la cinématique, notamment des mouvésneectilignes uniformes et des mouvements
rectilignes uniformément accélérés qu’ils ont ésdiu cours de physique lors de I'année précédente.
peut méme supposer qu’ils y ont entendu parler 'éepression « vitesse instantanée », méme si
I'approche reste généralement trés sommaire aade $aute de connaissances en analyse. C'estpauissi
référence a I'expérience scolaire des éléves qoéan expliquer leur difficulté a parler de concé\ét la
facon incongrue dont certains le font. lls ont &ateétudié les fonctions du second degré lorsatmée
scolaire précédente et c’est dans ce seul contgxils ont rencontré « le sens de la concavité wr pa
premiére fois ; en plus, il nest pas sdr que letafesseur ait utilisé alors cette derniére expoasse
contentant peut-étre de parler de « parabole teureés le haut » ou « tournée vers le bas ».

Mais la forme méme de la courbe proposée aux glé@tesn particulier les contrastes qu’elle met en
lumiere, peuvent expliquer aussi ce qu'ils relevyamdférentiellement comme caractéristiques. Enuie q
concerne la situation du graphique par rapportagel’des abscisses, il est significatif que leseSlev
remarquent qu’'une partie de ce celui-ci est sie@elessous et s’en étonnent quoi qu’assez brietemen
Par contre, le graphique n'est que croissant, desigmifie que le mobile parcourt constamment la
trajectoire dans le sens positif. Et ce fait ndéoripas de commentaires de la part des éléves.ddaite
une courbe croissante sur certains intervalleg@toissante sur d’autres aurait-elle suscité pdugrdpos
relatifs a cet aspect du mouvement. Nous expliquepbus loin pour quelles raisons une telle courbe
pas été proposée. Du point de vue de la variatotad/itesse, la courbe est suffisamment contrastée
traduisant a la fois des moments d'arrét, des mesnéiaccélération et d’autres correspondant a une
décélération du mobile. Et c'est peut-étre ce @i que les éléves se sont surtout attachés a cette
caractéristique : on voit les choses surtout qualied changent. Les particularités de la courbenssia
l'interprétation des éléves sont donc des variablidactiques. Et, comme nous le verrons, c'esotei$
mis sur la variation de la vitesse qui « fera miliedans la suite des épisodes didactiques.

D’une lecture de la concavité en termes d’accélérabu de décélération au découpage de plus en plus
fin du temps

Comme dit plus haut, la vitesse est une granddensive et ne peut donc étre mesurée par un nombre.
Par contre, on peut en distinguer plusieurs dedii@tensité. Et c’est bien ce que font les éléveas q
parlent d’accélération et de décélération en jastifleurs affirmations. L'un d’eux évoque un mebgui

« augmente plus vite ses métres en fonction desndes » et un autre dit « que la position change a
chaque fois plus par rapport au temps ». Les egjmmes « plus vite » et « & chaque fois plus » ineli

bien l'idée d'un degré d'intensité croissant mémelles sont relatives aux distances : cela revant
méme pourvu que le changement soit rapporté austerapqui est effectivement le cas dans ces propos.
Le graphique d’'une loi de mouvement se préte atelteslecture. C’est en effet un ostensif qui Litits
dans un espace a deux dimensions qu’il met en sorelance : une dimension temporelle et une
dimension spatiale. Il convient ici de le contrasteec une représentation déja rencontrée loregms
données par des éléves-professeurs ou, sur urne dile a la fois trajectoire et ligne du temps, o
désigne en un méme point une position et l'instguel cette position est atteinte par le mobike. L
séparation entre le spatial et le temporel quaseséd représentation graphique d’une loi de mowrgm
dans un systéme d’'axes et le caractére continuedgraphique permettent en effet, si on décode ce
dernier correctement, d'évaluer la distance pargysar un mobile sur n'importe quel intervalle de
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temps et aussi le temps qu'il met pour aller d’position quelconque a une autre. C'est ce qui perme
surtout de voir une vitesse augmenter (resp. dienjnselon le sens de la concavité de la courbé eso
considérant qu'a de mémes intervalles de tempesgondent des intervalles d’espace de plus en plus
grands (resp. petits) ou qu'a de mémes intervdllespace correspondent des intervalles de temptude

en plus petits (resp. grands). Et ce, si petitsrgdées intervalles considérés. Ces découpagesbfassdu
temps et de I'espace dont on trouve trace dangldssins d’éléves et leur mise en correspondance
participent ainsi a la prise de conscience de t@biité de la vitesse. Mais, si cette situati@rmet aux
éléves de travailler cette variation en liaisoncaleeforme de la courbe - avec ou non des sollioita du
professeur les engageant par exemple au travaiéngue -, rien ne permet de conclure qu'ils pensent
cette variation comme associée a celle de la pBuate tangente a cette courbe, flt-ce a un nivedy n

ou a celle de pente changeante de la courbe. RasnexXpérimentations concernées ici, nous avons
cependant rencontré quelques éléves qui ont exprenebint de vue, surtout mais pas uniquement, dans
la classe ou le concept de tangente avait étégméahent introduit dans un cadre algébrique en des
termes décrits plus haut. Et, en des circonstaseedblables, I'un de nous a pu observer des élavies g
tout en disant que le mobile accélére, longea&blirbe en maintenant leur main tangentielleméat a
celle-ci exprimant, par ce geste, qu’ils associgm droite, ou a tout le moins une pente, en chpqirg

de la courbe.

Ce n’est pas seulement la variabilité de la vitegsedonnent a voir les découpages associés distemp
et de I'espace mais aussi le fait que, sauf lZeamdbile est a I'arrét, sa vitesse change towngs, ce
qui est lié au fait que sa loi de mouvement estsaleprésentée par une courbe et non une droita. Ce
peut expliquer que les éléves éprouvent d’'emblégétaessité de considérer des durées de plus en plus
courtes : « quand on regarde dans des intervallefemps plus petits [...] si on réduit a chaque fois
l'intervalle de temps ». Se profile donc, des ceftemiére situation, la notion de vitesse instaésan
méme si c'est dans une sorte de confusion : peur d’est « a chaque moment la vitesse qu'on a »,
propos qui traduit un principe de continuité défservé a propos du probleme du vase conique ; pour
l'autre, c’est la vitesse « sur un petit intervatieoi » bien gu'il faille « vraiment un intervalte temps
hyper hyper précis pour avoir la vitesse instarganéQuant a la vitesse moyenne, elle devient, paur
éleve, « la moyenne de toutes les vitesses insié@gagu’on a, la », ce qui ne semble pas convasase
interlocuteurs qui objectent que « Non, pas vrainesu « Il y en a une infinité ». Nous reviendrqhss
loin sur les difficultés d’accés au concept dessteinstantanée a partir de celui de vitesse meyaimsi
gqu'aux ambiguités liées au concept d'infinitésimal.

Cette premiére situation se termine par une iriinalisation de I'expression algébrique de la
vitesse moyenne avec les notatiadkiset Ap et de la relation entre la concavité et la craissaou
décroissance des écarts d’ordonnées pour de mé&egs é'abscisses.

En définitive, cette premiére tdche engage leseélévl’étude globale d’un mouvement sur une durée
appréciable, leur regard restant essentiellementitatif : il s'agit surtout de savoir si une viges
augmente ou diminue. Nous allons voir dans la @ecsuivante comment et pourquoi cette premiére
approche peut faire progresser les éléves damtifitation d’'une technique porteuse du concepinmé
de dérivée lorsque leur est dévolue une questaaractére local et portant sur le temps.

3. D'une approche globale des mouvements au travallune question locale relative au temps

Comme décrit plus haut, on demande ensuite aueglg® trouver I'instant ou deux mobiles ont la méme
vitesse. Il s’agit toujours de mouvements rectéign I'un est uniforme et l'autre non. Rappelong,qu
dans un premier temps, les lois de mouvement s@uigges par un graphique (voir figure 1 supra).
Ensuite, on en donne les expressions analytigeesplivement non uniforme étant d’abord modélisé par
une fonction du second degré et ensuite par urgifondu troisieme degré. L'impact de chacune de ce
trois phases sera commenté au fur et a mesurartsylse.

Un contexte qui favorise la mise en ceuvre de gfiegévariées

Forts de leur initiation préalable a certains meonests en physique mais aussi sans doute grace au
premier travail d’'interprétation du graphique dimouvement, I'ensemble des éléves décodent facilemen
les nouveaux graphiques fournis, I'un en termesdavement rectiligne uniforme, l'autre en termes de
mouvement rectiligne accéléré, bien que certaifisvant que ce dernier correspond a un mouvement
uniformément accéléré :

C1: Celle-la [la particul®], elle va toujours accélérer, tandis qu’elle [isse dd>,] va étre constante ...
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Probablement en référence a leur expérience sepla@rtains disent spontanément que ce dernier
correspond & un mouvement uniformément accéléré glee rien de tel ne peut étre affirmé a ce stade,
aucune expression analytique n’ayant encore étdsge

Le fait que la question porte sur le temps n'écleapgs aux éleves qui utilisent souvent des mas tel
que « avant », « apres », « quand ». Aucun d’eexpnime de doute quant a I'existence et I'uniciténd
réponse, méme si ce n'est pas incompatible, conitustte I'échange reprisnfra, avec une certaine
perplexité quant a la possibilité de faire mieue gliapproximer celle-ci, ce qui peut s’expliquerce
stade, par I'impossibilité d’un travail algébrique

C1 : Donc il faut trouver quand c’est le plus présgible...

[...]
C1: Enfait, il n'y a qu'un seul moment ou les dgaxticules ont la méme vitesse. C’est plus ou maiost
endroit qu’on avait dit, la.

Trois stratégies possibles ont été évoquées damalysea priori : stratégie « des droites paralléles »,
stratégie « des marches d’escalier » et stratégie kécart maximal ». Les deux premiéres ont été
utilisées spontanément dans toutes les classasogseavons observées et plus souvent la premiéréaqu
deuxieme. La troisitme n'a été évoquée que danssenke classe. Au total, dans toutes les classes
concernées, la plupart des groupes d'éléves somésia produire quelque chose de pertinent parardp
a cette question. Mais ce n’est pas tant I'occueediapparition de ces stratégies que nous regardon
mais plutét ce qui, dans I'une ou l'autre, condiest éléves & « localiser » la réponse attendue.

Un contraste entre deux mouvements qui permetaddiser graphiqguement I'instant cherché

Dans cette section, nous nous intéresserons pltisyli@rement a la phase de I'expérimentation esl |
éléves ne peuvent travailler que dans un regiséehinue, les expressions analytiques n’étant pesre
précisées et, qui plus est, les systemes d’axeéant’@as complétement gradués. C'est la en effet qu
nous avons pu observer I'émergence et la justifinades idées mises sur le tapis par les élevestav
gue leur explicitation ne passe a l'arriere-plansdie labeur des calculs ou la gestion de diffé&ubien
réelles liées a la symbolisation algébrique. Poattma en évidence certains aspects de I'analysags no
épinglerons, d’'une stratégie a l'autre, certairapps d’éléves qui permettent de faire une hypotkase
le fonctionnement de tous ceux qui produisent dessgertinents sans forcément s’exprimer beaucoup.
Rappelons que les deux mouvements étudiés sontastég, I'un étant uniforme et l'autre étant
accéléré ce qui se traduit par le caractére tamtditigne tantdt curviligne des graphiques quirésentent
leurs lois respectives. Ce contraste est une Jaridiblactique majeure de la situation. A cela sitgo
I'existence de deux repéres phares, les pointgett§ection des deux graphiques : les mobiles mtadle
la méme position au méme moment et se retrouvantautre instant a un méme endroit de la trajextoir
Cette caractéristique du probléeme est sans douitesregsentielle en ce sens qu’elle n'est pas néicess
a l'expression de plusieurs des raisonnements égapar les éleves. Elle peut cependant renforcer la
premiére variable didactique en incitant les élé&vesmparer les deux mobiles I'un par rapport att&a
entre ces deux moments-clés que ce soit en terengegitions ou de vitesses relatives et trouvergar
une information précieuse par rapport a la quegtimsee. En particulier, on peut s’attendre a celgue
deuxiéme point d’intersection des deux graphiquarnds aux éléves soit un point « attractif » et que
certains d’entre eux proposent l'abscisse de cet jgoi guise de réponse. Nous avons pu enregistried u
événement dans un des groupes filmés et il esesgént d’observer ce qu’il a pu susciter :

E1 : Ben moi je dirais : quand ils se croisent.

Exp : Quand ils se croisent.

El: C'est a... Quand c’est une vitesse instantanén,BEpour ce temps t ici, on voit qu’ils ont la mé
position.

Exp : Oui.

N1 : Et qu'ils sont partis du méme point de départ.

E1 : Oui.

N1 : Donc, c’est que leur vitesse...

C1: C'est que la vitesse moyenne de tout, depudgpert, est la méme. C’est la méme vitesse moyamme s
l'intervalle [...]. Enfin, en quelque sorte, ils antda méme vitesse moyenne sur un plus petit iatlende
temps quand ¢a est le méme. [...] Si on va Ia, téegitesse moyenne de tout, donc c’est pas tréseissant.
En regardant sur un plus petit intervalle de tengond c¢a [il montre, sur le graphique de la fig8ireei-
apres) dessinée pag,Nine contremarche sous le graphiqu®dela différence de position sur l'intervalle de
temps, est la méme entre les deux [il pointe dlausre graphique], ¢a veut dire que la vitesse emme pour
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le petit intervalle de temps est la méme. Donauiilt frouver quand c’est le plus prés possible [En] fait, il
n'y a qu’un seul moment ou les deux particuleslamhéme vitesse. C'est plus ou moins a cet enduitng
avait dit, la. Celle-la [la particul®,], elle va toujours accélérer, tandis qu’elle [itesse deP,] va étre
constante. Donc, la ce sera égal.

>~

P P

Figure 8.
N1 : Ce sera plus ou moins ici.
E1l : C'est tres vague, c'est pas trés précis.
N1 : Ce sera aux environs de 1, quoi.
E1 : Oui. Et pour ¢a, il faudrait prendre des inddles de temps encore plus petits.
Exp : Voila. Et plus je vais prendre un intervalketemps plus petit...
N1 : ... au plus on se rapprochera de...

Comme on le voit sur cet extrait, une premiere népgrend appui sur le fait que les deux graphigaes
coupent en deux points : entre ces instants, les g®biles ont parcouru le méme espace et c’egtice
conduit a produire une réponse fausse en référmame doute a une premiere approche de la vitegse vu
en physique comme rapport entre espace parcodemgs mis pour le parcourir. Mais cette réponse ne
résiste pas a l'analyse collective et on voit IEvés distinguer trés vite la vitesse instantangédad
« vitesse moyenne de tout, depuis le départ » leqest jugée inadaptée a la question : « dond pas
trés intéressant ». Un lien est alors fait avedelesin réalisé par N1 qui a découpé le tempssidee en
intervalles plus petits et dessiné des marchesrgteamarches. Cela fait apparaitre I'intérét desmérer
des intervalles de temps plus petits et méme «englois petits ». On peut imaginer ici que c'est la
comparaison des graphiques respectivement redikgrcurviligne entre leurs deux points d’intergect
qui méne a un tel cheminement. Comme le dit Clelleda [la particuleP;], elle va toujours accélérer,
tandis qu'elle [la vitesse dB,] va étre constante ». Des lors, si ces deux nwlitg bien une méme
vitesse moyenne sur l'intervalle de temps corredpof) la différence de leurs comportements n’asgori
aucune réponse a la question posée, avant d'avmiiééce qui se passe sur de plus petits lapsrdpste
Dans cet échange, I'éléve C1 joue le rble de leaemontre plus explicite que les autres et seisble
convaincre. Leur cheminement collectif, ici rec@nst par nous, est cependant crédible dans la mesur
ou, a priori en tout cas, le travail fait a propos de la preengtuation a enrichi le milieu en ce sens.
L'échange précédent illustre ce que nous avonsl&ppans l'analyse priori, la stratégie des
marches d’'escalier. Les éléves y comparent des dauxariation de deux fonctions ou plutdt, ce qui
revient au méme, des écarts d’ordonnées corresptndade méme écarts d'abscisses. Il est toutefois
plus facile de comparer deux tels taux entre denirtp d'intersection des graphiques, comme au tout
début de cet échange. Cela pourrait expliquer daetrds éleves optent pour la stratégie des droites
paralléles ou du moins une de ses variantes cansitiracer plusieurs droites paralléles au gepghde
P, et coupant le graphique d& en deux points. L'idée est de remplacer le mohilenouvement
uniforme par un autre de méme vitesse constante quaiva rencontrer le mobile @ mouvement accéléré
entre deux instants plus proches. C'est ce qu'guplun éléve en s’aidant d’'un dessin assez sommaire

« La droiteP, a une vitesse constante car pour un certain temmpsertain espace est parcouru et, plus loin,
pour un méme temps, un méme espace est parcowm tiBice une paralléle a cette droite, cette |gdea la
méme vitesse (Méme pente) ; c’est juste que licplrtest partie plus tét ou plus tard. Toutesplagicules
qui coupent la courbe en deux points, entre cex geints ont la méme vitesse moyenne. Si elle cdape
courbe en un point, c’est la méme vitesse a c&nhsCQFD ».

En somme, il s’agit de reproduire une figure setvlela la figure 9 en rapprochant les intersectibes
deux lois de position de sorte que la réponsessmiidrée plus finement.
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Figure 9.
On peut voir |a, en actes mais aussi en mots, baache cinématique du théoréme des accroissements
finis. L’éléve assimile une droite coupant la caudn deux points & un mouvement a vitesse consgéante
cherche le point de la courbe ol existe une «Igteale méme vitesse (méme pente) » qui la reneontr
en seul point. Bien sir le propos ne déclare ppBoiiement I'existence d’un tel point et c’estttacé de
la tangente qui fait foi ; en outre, le conceptddeivée n'est pas encore défini, ni celui de tateyeMais
I'expression « droite de méme vitesse » qui sgrase par un autre éléve lors de la synthese aetorne
traduction de I'égalité entre une vitesse moyeringne vitesse instantanée en une égalité entre jplent
sécante et pente de tangente.

Un autre regard consiste, comme nous 'avons ddaris I'analyse priori, & imaginer le parcours
d’'une droite tangentiellement a la courbe. On aralors a la méme solution graphique laquelle paeat
étayée, a ce stade, en coordonnant deux argumantgewyvent faire écho aux intuitions des éleveguet
ne requiérent qu’'une comparaison qualitative dessits, outillée graphiquement comme a l'occasion de
la premiére situation, mais portant ici non pas Bévolution d'un seul mobile mais bien sur la
comparaison de deux mouvements. Le premier arguresintle pendant du théoréme des valeurs
intermédiaires pour la grandeur « vitesse » : ubil@aui accélére passe par tous les degrés desgite
Le second est que le mobile dont le mouvement éccélst représenté par la courbe posséde uneevitess
inférieure a celle du mobile qui évolue a vitessestante au premier moment de rencontre des déeux lo
de position et une vitesse supérieure au secondemiorwu total, il a donc méme vitesse que l'autrzee
ces deux instants. La premiére de ces deux intsitexpliquerait qu’aucun éléve ne doute de |'eriste
d’'une réponse a la question posée, ainsi que rawsnk dit plus haut. Quant a la seconde, elle peut
s’appuyer sur une certaine relation entre vitesstantanée) et pente de la courbe ou pente dedemnte
a la courbe. Un éléve I'exprime en ces derniemnésrtout en dessinant un faisceau de tangentes a la
courbe de?; :

« Les particules ont la méme vitesse dh ¢ar, avant ce point, les pentes tracées pamtggehtes de cette
courbe sont moins grandes qie Au moment A", la tangente trace une pente paralléRg,adonc une pente
qui parcourt pour un méme laps de temps une métessei. Et, aprés ce moment, les pentes tracédésspar
tangentes de la courbe sont plus grandesPgue

On remarqgue bien dans ce propos la traduction @ergaraison qualitative des vitesses en termes de
comparaison qualitative de pentes, ainsi que Ereéte a un « avant ce point », un « aprés ce ntomen
que sépare, dans le discours, un « au moment wirB&éleves repérent I'instant correspondant ant po
de la courbe ou la tangente tracée a vue est @lardll la droite modélisant le mouvementRje lls
établissent alors plus abruptement un lien entaditégle vitesses et égalité de pentes en n'hégtna
parler de « graphes paralléles » et de « penteaigbes » :

« Quand les deux graphes sont paralléles, les garticules ont aussi la méme vitesse, car la peese
courbes est la méme ».

ou encore de « taux d'accroissement de la coudtede « lignes paralléles » a propos de l'instankeo
mobile & mouvement accéléré a méme vitesse (imasté@} que l'autre :

« Puisque la vitesse (moyenne) correspond au rappte la différence de position et la différedestemps,
c’est-a-dire a la pente de la droite, les vitessed identiques lorsque ces rapports sont égaesi-a-dire
lorsque le taux d’accroissement de la courbe apiehte de la droite. Graphiquement, grace a lprigté
énoncée ci-dessous, c'est lorsque ces deux ligmeparalléles.

« Propriété Lorsque deux droites ont la méme pente, ellas garalléles.

« Les deux graphes sont paralléles approximativeayes 10/12 de temps. »
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On voit donc apparaitre ici, dans les propos déseé| les trois variantes de la stratégie desedroit
paralleles décrites dans l'analyse priori et, dans nos commentaires, les jeux de langagis qu’
s’autorisent et que le professeur pourrait leurreimigr pour construire un discours technologique.

Quant a la stratégie de I'écart maximal, nous If@/trés peu rencontrée dans les classes ou se sont
déroulées nos expérimentations. Contentons-nousgadeder en quels termes un éléve I'exprime :

« En fait, moi, j'ai écrit que, avant le temigou la vitesse est égale, on voit que la distamaedit entreP,

et P, ; donc, quand on calcule [mais I'éleve ne calcige]r qu'on fait la différence des distances, cdst
plus en plus grandP, est de plus en plus loin; et, apres le temps ca re-diminue jusqu’'au point
d’intersection, et puis ¢a ré-augmente, mais al@st P; qui le dépasse. Donc ¢a veut dire que, au départ,
franchit une plus grande distance dqyalans le méme temps et, apres ¢a, c'est le cantdonc ¢a veut dire
gu’'au tempg,, c'est égal ».

L'éleve parle ici de « la différence des distancésst de plus en plus grand [...] ¢a re-diminue [ca]ré-
augmente » qu'il traduit en termes de mobile ddus gn plus loin de l'autre » puis en termes de
dépassement. L'un des deux mobiles évoluant aséitesnstante, il sait par la comment varie la sées
de l'autre par rapport a celle-la. On observe danane étude qualitative non pas des vitesses comme
précédemment mais des positions respectives dedesiobette étude étant, elle aussi, qualitative et
prenant en compte un avant et un apres l'instagrictié.

Résumons, pour conclure cette section, ce qu'appbhes deux variables didactiques majeures du
probleme étudié ici : d’'une part, le fait que leesiion posée porte sur le temps et non sur lasétes
d’autre part, le fait qu'il ne s’agit pas du tengagjuel un mobile posséde une vitesse donnée nesisibi
temps auquel un mouvement uniforme et un mouveam@léré se déroulent & méme vitesse. Les lois de
mouvement sont précisées par des graphiques doatdetére rectiligne ou curviligne indique le tyfee
mouvement auquel on a affaire. Voici, d'une streé@ l'autre, lI'impact potentiel de telles
caractéristiques. Tout d’abord, le concept de séanoyenne y est, une fois engagé par les élegsg) p
comme inopérant pour traiter un mouvement a vitesgeble. Cette variabilité découle, elle, d'une
interprétation du caractére curviligne de la loindleuvement. Elle peut induire un découpage du teanps
intervalles plus petits sur lesquels les vitessegamnes changent et/ou peut étre associée a kbilidi
de la pente de la courbe (ou de celles de sesntag)e Cette variabilité est contrastée avec cesqui
passe pour le mouvement uniforme modélisé par woiged Dans un des cas, le décodage graphique
pousse a affiner davantage le découpage du temmkaes$ I'autre cas, il permet de distinguer deux
périodes : celle ou I'un des deux mobiles possémeuitesse plus petite que l'autre et celle outdes
contraire ; l'instant qui les sépare est alors tifiencomme celui ou les mobiles ont méme viteSe.
jouent donc ici des intuitions liées a des aspgaalitatifs et a la continuité implicite des grande
physiques en jeu : temps, vitesse auxquelles flgakter la propriété des valeurs intermédiaires pe
convaincre de l'existence de la solution. Ce prertype de continuité se traduit par une continuité
graphique des lois de mouvements sur laquelle egpaertaines des stratégies graphiques engagées ic

Cette partie de I'expérimentation illustre dong@tessibilité d’épurer I'objet mental de vitesse clexz
éléves en les faisant travailler sur des graphigaesi que I'avait déja montré le travail de Janvi
(1978), a un autre niveau et a partir de dispsditifférents.

4. D'une question locale a une réponse mobilisard k formule-vitesse »

Comme précisé plus haut, le travail graphique seguit par un travail analytique et, dans un premie
temps, le mouvement accéléré est traduit par la,la) = t2 : il est donc alors uniformément accéléré.
Nous ne parlerons pas ici des solutions algébriglaes il est fait mention plus haut et des difftésl
gu’elles soulévent pour nous polariser sur les dénes de type « infinitésimal », leur disponibik€les
difficultés qu’elles suscitent. Une résolution detgpe est le plus souvent liée a la stratégienmshes
d’escalier mais on pourrait imaginer qu’elle trestuiune variante de celle des droites paralléles qui
consiste a réduire l'intervalle contenant I'instahierché en considérant des droites parallélBg(®
dont les points d’intersection B (t) sont de plus en plus proches. Nous verrons comeoetavail
conduit les éleves a formuler et @ mobiliser unecfion-vitesse méme si le statut fonctionnel de la
formule construite ne sera explicite qu'ultérieuestn

Des limites du travail numérique a I'identificatia’un calcul algébrique nouveau et sujet a caution

Revenons au groupe dont nous avons rapporté lemges au début de la section 3 ci-dessus. Apres
avoir « découpé » les deux mouvements en escatetsnté de voir sur quel intervalle de temps les
vitesses moyennes ou les contremarches respedia@nt plus ou moins les mémes, ces éléves en
arrivent a la conclusion : « C'est trés vague, tfess tres précis ». Et cette conclusion est l@giiiine
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vu que les données rendent difficile I'acces aolat®on par ce biais, du moins sur un mode graphiqu
Disposant ensuite des expressions analytiquegoissuivent par des calculs numériques traduisamt |
objectif affiché de « prendre des intervalles dape encore plus petits ». lIs calculent ainsi liéssges
moyennes sur des intervalles de temps proches=dé: det =3/4 at =1etdet =1 at =5/4 dans
I'espoir de trouver un intervalle de temps sur Edes vitesses moyennes sont égales.

E1l : Donc la on a toutes les positions ; on chelebeitesses ; et on compare, en gros.

Et, comme ils ne trouvent pas, ils poursuivent aweclécoupage plus fin encore pour finir par medtre
doute la possibilité d'y arriver :

N1 : C'est un peu long, quoi.

Exp : C'est un peu long...

C1: Ce ne sera jamais tout a fait précis.
E1l : On n’arrivera jamais.

Le passage au registre algébrique est alors erdvisate a une relance du professeur somme toute ass
banale :

Exp : Essayez de vous souvenir... Qu'est-ce qu'orciche®
M1 : Une égalité...

Exp : Une égalité.

M1 : On pourrait faire une équation...

E1 : Oui. On saurait les mettre dans la méme émuati

E1 : Il faudrait faire avec les équations des giss
Mais cela suppose, dans le groupe, un certain ctesmant

E1 : On doit prendre unbien précis ou bien on met dans I'équation avet. ur?

N1 : Non, on doit faire en fonction... En général iquo

[...]

Exp : Alors est-ce gu'il faut le faire a un tempprécis, ou il faut prendre a un tempsjuelconque... ce
calcul deAp/At?

N1 : Il faut, il faut prendre un temps, mais eutfirepas numérique.

Exp : Alors, pourquoi ? Quel est I'intérét de prendn temps pas numérique, comme tu dis, c'egtealali
lettret pour garder un temps quelconque ? [...]

E1 : Parce qu’on ne sait pas quand c’est.

Exp : Parce qu'on ne sait pas quand c'est. Et dpranid on ne sait pas quand c'est... Qu'est-ce qieaw@z
voulu résoudre tout a I'heure ?

M1 : Une égalité.

Exp : Une égalité. Une équation, méme, tu as ditad'heure, M1. Donc, quand tu as une équatioestice
gue ¢a sous-entend quand tu as une équation ?

N1 et M1 : Des inconnues.

Exp : Au moins une inconnue. Et quelle est cettermue ici ?

M1 et N1 :t.

Quant a I'écriture algébrique de la vitesse moyertie n’est pas immédiate, les éléves hésitame das
formulesp/t et Ap/At. Le professeur réexplique ce qui les différencasnte groupe opte, en définitive,
pour une autre écriture ou les extrémités de Firte contenant la solution sont notée®tt, :

M1 : Tu n'as qu’a dire quec’est juste entre, ett,. On n’est pas obligé de donner des chiffres

et ou la vitesse moyenne s'édi;? — t;2)/(t, — t;) ou, sous forme simplifiée, + t,.
S’ensuivent I'écriture d’une équation a deux inceesy, + t; = V3, I'expression du malaise qu'elle
suscite et I'égalisation dg ett,.

M1 : Donct, = V3 — t;.

E1: Donc... Oui, et; = V3 — t,.

M1 : Oui. Et ¢ca nous fait quoi ?

El: Etc¢a, et ¢a... Oui, c'est ¢a, c’est ¢a le protd : une fois qu'on a ¢a, on n’'a toujours pastantt.

N1 : Mais il faudrait trouver une autre facon... BEnfi encore un autre truc ou tu gs+ t; et alors on
saurait obtenir un systeme. Tu vois ce que je diex? S'il y a deux inconnues, il faudrait trouvere autre
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maniere...

E1 : Oui, mais qu’est-ce que tu aurais d’autre cendguation a part ¢ca ?

N1 : Etsi... A quel moment... On ne devrait pas justndre un seul et dire : c’est une vitesse instantanée
? On pourrait prendre juste uwu que c’est un seul moment.

M1 : Oui, mais, limite, ils sont tellement prochgs,on peut dire que, = t,.

N1 : Oui, c'est ¢a, en fait.

M1 : Oui.

La solution est alors trés vite trouvée en résdlVaquation2t = /3.
Ces éleves justifient ensuite leur démarche ad'sslr des autres éléves du groupe et a celle despenir
dont ils cherchent I'aval.

M1 : Parce qu’'en fait, ils sont tellement proche3u.metst, égale plus ou moing. Et donc, tu n'as qu'a
dire :2t; = /3. Donc2t; = v3/2.

E1l : Ca parait bizarre d’égalisgrett;.

C1: C'est un peu facfile]... Ca ne met pas vraiment@mmun les deux équations.
Prof : En fait, vous avez fait... Vous avez renduedifférence de temps...

E1 [qui coupe Prof et continue la phrase de Praf] tellement petite que est égal &; ...
N1 : Infiniment petite.

E1l : Enfin, presque égal [...]. Enfin, égal, en fait.

Prof : Vous I'avez fait explicitement égal.

E1 : Oui, oui.

Prof : Donc leAt ...

E1 : Mais ce n'est pas imprécis, a ce moment-la ?

N1 : Ben non : c'est logique. Si tu réduis a foridt€rvalle de temps, ¢a deviendra égal.
Prof : Oui, oui.

E1l : Donc c'est juste...

Prof : Ah mais, oui, oui, c’est bien.

E1 : Ah, c’est cool.

D’autres groupes font appel a la stratégie des meard’escalier en utilisant les notatianset At. Ainsi

peut-on observer des éléves égaler ce qu'ils apyelh « pente des escaliers », pour chacune des

particules, pentes respectives qu'ils notépft) et P,(t), tout en précisant qu'il s’agit de vitesses

moyennes. Mais, bien vite, ils passent aux vitegsatantanées en écrivant que les particules ¢aont

méme vitesse instantanée lorsquét) = P,(t) © 2t + At = /3 », ce qui les engage a mobiliser, sans

aucune justification, le concept de limite lim,,_,o (2t + At) = 2t » et & conclure que= g
Ces observations appellent plusieurs commentaires.

Tout d’abord, rappelons que linconnue est un imstaelui auquel les deux mobiles ont méme
vitesse. Et que cet instant peut étre encadré déenea diverses que nous avons décrites dansysaal
priori. Les éléves filmés ici le font en cherchant a agiteer I'intervalle de temps sur lequel les deux
mobiles ont méme vitesse moyenne. lls ne justifiag explicitement le bien-fondé de leur démarche
mais on peut imaginer que I'étude qualitative i précédemment a partir des seuls graphiques de
positions en donne la clé telle que formulée, drstance, par d’autres éléves que nous avons puvebse
aux prises avec des questions analogues. Suppgsente mobileP; ait une vitesse moyenne égale a
V3 entret, ett,. Il ne peut posséder une telle vitesse déjg enon, vu qu'il accélére constamment, il
aurait, sur ce laps de temps, une vitesse sane sepgrieure &3 et donc une vitesse moyenne elle-
méme supérieure. Pour des raisons analogues, queutesupposer qu'il atteigne une telle vitesse
seulement em,. Il I'atteint donc entre; ett,. Cela étant, une investigation numérique ne pepastde
trouver un tel intervalle, si fin soit le découpagBautant que la valeur irrationnelle de la vitess
constante du mobilg, ne facilite pas les choses. Quant a la straté§mendes marches d'escaliers, elle
n'offre guére de précision et rend de ce fait ldstigation graphique particulierement malaisée.
L'algébrisation devient alors nécessaire qu’ellé de l'initiative des éléves ou obtenue a I'invidan
professeur souvent demandeur, au hom du contisgigilee, d’'une forme ou I'autre de généralisation. |
I'évolution des éléves est spontanée et ils pastedidée « d'égalité » a celle « d’équation ».i#/ke
mot équation semble polyvalent : E1 parle d’abarded mettre dans une méme équation - et le centext
laisse supposer que « les » renvoie aux vitessesoguégales - et utilise ensuite I'expressiomuations
de vitesses », ce qui fait plutdt penser a des dt@sn(fonctions-vitesses) qu'il a normalement déja
rencontrées en physique lors de I'étude de mouvierectilignes. Un peu plus loin, le méme éléve
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hésitera a « prendre urbien précis » ou a « [mettre] dans I'équation awec¢ » ce qui indique qu'il se
situe sans doute difficilement entre I'univers desctions et de leurs images, d’'une part, et cats
équations comportant des inconnues d’autre part.

Le choix de l'inconnue, quant & lui, est problémpad. Comme le montre I'échange supra, les éléves
sont conscients qu'équation va de pair avec incereiique l'inconnue renvoie ici au temps. Mais leur
démarche s’accommode mal d’'une seule inconnueelitent situer I'instant cherché dans un intervalle
ou les deux mobiles ont méme vitesse moyenne toubelant réduire cet intervalle au maximum parce
gu’ils savent qu'un des deux mobiles change consitamh de vitesse. Or, travailler avec la seuledettr
pour représenter le temps et fixer numériquementdldaée de cet intervalle n’autorise qu'une
approximation. Reste donc a algébriser non seuleledemps mais aussi son incrément, sous forme de
At par exemple, ou encore, comme le font les éleweseal groupe, a représenter les extrémités de
I'intervalle par des symboles différents, igiett,. Ce choix leur permet de simplifier leur équatsmus
la formet, + t, = /3 mais les accule dans une impasse : comment détraéux inconnues a partir
d'une seule équation, impasse que I'un d’eux expnar la nécessité de trouver un systéme sans savoi
quelle nouvelle équation ajouter. C'est de la gaé& sans doute l'idée d’assimiley et t,, soit en
évoquant qu’'« On ne devrait pas juste prendre uhts dire : c’est une vitesse instantanée [...] » soi
en pensant qu’on cherche l'intervalle le plus patigsible : « Oui, mais, limite, ils sont tellerhproches
gu’on peut dire que; = t, ». On notera, dans ce dernier propos, la présgneeot « limite » sans qu’on
puisse dire s'il est signe d’'une quelconque réroamise chez I'éléve du calcul de limites de fonction
s'il s’agit d’'un des trés nombreux usages commumnse mot qui renvoient a l'idée de borne, a celle
d’extréme, ou d'infranchissable, voire d’'inconvenanQuoiqu’il en soit, les éléves identifient la un
calcul algébrique nouveau pour eux lequel consiségaler, dans une équation, deux inconmaupsori
distinctes. Comme dit plus haut, d’autres groupétedes ont opté, peut-étre en référence aux cours
précédents, pour un autre systéme de notationgsignént l'intervalle de temps sous la for[‘ne t+
At]“. Le calcul nouveau consiste alors a supprifitedans I'expression de la vitesse moyene + At
pour finir par résoudre I'équatia2t = /3, calcul que nous avons vu proposer par 'un outi&@éléve.
Dans les deux cas, nous avons affaire a un « passkglimite » qui, loin d’une définition formadis du
concept homonyme, prend l'allure d’'une procédurecaleul littéral : égalet; at, ou égalerAt a0 ;
procédure que susciteraient, d’'une part, I'impabtélde résoudre une seule équation par rappdeuk
inconnues et, d'autre part, la nécessité éprowdephysiquement que graphiquement, de travailler s
des intervalles de temps «les plus petits possibl@n retrouve la un déroulement analogue a celui
observé a propos du probléme du vase coniqud’etstar de Schneider (1988), on peut soulignale
joué ici par le registre algébrique dans I'identfion d’un calcul de limite, les seuls tableaumBuques
ne permettant rien de tel, méme pas de conjecturergquelconque limite si ce n'est en la devinamt pa
effet de contrat dans des cas choisis délibérémsiples » par le professeur. Bien sir, nous aléns
une forme embryonnaire du savoir en jeu, la «&mitétant le résultat de la mise en ceuvre d'une
technique et non pas un concept donnant prise \alidation de théorémes plus généraux tels ceux
relatifs a Il'algébre des limites. Cela qui est bikn signe qu'on est ici dans une praxéologie
« modélisation » qui sera le prélude de la praxgelo« déduction » que constitue I'analyse
mathématique. Soulignons que c’est encore le péntvue de Lagrange (1736-1813) qui définit la
dérivée comme « limite » du taux d'accroissement [f(x + i) — f(x)]/i, cette limite étant pensée
comme le résultat d’un acte qui consiste a annyléx référence a I'action étant particulieremergnbi
rendue par l'utilisation du verbe « faire » :

« Or, P étant une nouvelle fonction deeti, on pourra de méme en séparer ce qui est indépedeiaet qui,
par conséquent, ne s'évanouit pas lorsigdevient nul. Soit donp ce que devienP lorsqu'on FAITi =
0.»

Mais cet acte de passage a la limite est lui-mémnesidéré, par les éléves, comme ayant un caractere
suspect : « Ca parait bizarre d'égalisgrett, » dit I'un d’eux. Et d’évoquer alors la nécessié du
moins I'intérét de considérer une différence depem tellement petite qug est égal &,... » ou

4 Nous n’analyserons gueére ici les raisons qui peupeusser les éléves a choisir un systéme deiomgaplutot
gu’un autre, si ce n'est, qu'avec les notatiopstt,, aucune extrémité de l'intervalle de temps n’estilggiée par
rapport a l'autre et que les deux ont des rélefapement symétriques.
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« infiniment petite » ou encore d’hésiter entre<lEnfin, presque égal » ou le « Enfin, égal, ehai
Cette valse-hésitation n’est pas sans rappelatdbats, dans I'histoire des mathématiques, suolbld
statut de ce qu’on appelait jadis l'infinitésimdlabord non nul puisqu’on le prend comme diviseumna
moment donné du calcul, puis rendu nul au termdékgloppement. Rappelons de quoi il s'agit a taver
la procédure par laquelle Fermat montre que, dg l@sirectangles isopérimétriques, c’est le caniéaq
I'aire la plus grande. Il représente le demi-pétiméar un segment de longudugu’il partage en deux
segments de longueurs respectivest b —a. Aprés avoir ajouté a une quantitée et diminué
d'autantb — a, il « adégale » les produitslb — a) et (a + e)(b — a — e), adégalité qu'il traite ensuite
comme une égalité algébrique pour finir par « sump@r »e :

alb—a)=(a+e)b—a—e)
be =~ 2ae + e? (diviser pare)
b = 2a + e (supprimere)
b = 2a.

C'est |a, d’aprés Grabiner (1983), une premieraiéba du calcul de dérivées bien que, contrairement
ce que fait Lagrange, on n'y voit pas apparaitéerlture a proprement parler du taux de variation.
Cependant, la quantitébénéficie d’un double statut : non nul puisqu'dvisgé par e & un moment donné
du calcul, puis rendu nul au terme du développen@ans I'expérimentation liée au vase conique,
Schneider (1988, 1992) avait observé des élevesnsiér explicitement de cette incohérence algébriqu
D’une part, lorsqu’on calcule le débit moyen, ovisk parAt, ce qui laisse supposer glien’est pas nul
puisque « I'on ne peut pas diviser par 0 » et, tdéapart, on supprimat en fin de parcours sans jeu de
compensation algébrique ce qui rend I'égalité caduspuf siAt égale 0. Les éléves interrogés dans le
cadre de cette expérimentation n'ont pas vraiméhtegplicites sur ce point, du moins pas avant que
I'expérimentateur n’en ait parlé de lui-méme. Midsont cependant soulevé le caractére « bizade »
calcul fait a de nombreuses reprises que ce soi béchange repris plus haut ou apres, lorsge)
sera modélisé par la fonctiaf : « Oui. Mais ¢a fait bizarre parce qu'il y a deandroits ou il y a deAt,

et les deux endroits, on les baguwpioi ; donc ¢a fait un truc bizarre ». Et plusgeant lié cette audace a
une quelconque imprécision de la réponse trouvédais ce n'est pas imprécis a ce moment-la ? ».

A propos du vase conique, Schneider (1988, 199&i} également rendu compte de propos d’'éléves
liant le caractére approximatif d’'une procéduredeasur 'annulation dat a I'impossibilité physique de
mesurer avec exactitude un quelconque volume srsén temps nul et les avait interprétés, comme dit
plus haut, par I'obstacle positiviste des mathémguats et donc par un attachement excessif a I'expei
sensible. Rien de si explicite dans les enregistrameffectués lors de notre expérimentation, méime
I'on ne peut exclure que de telles raisons soiantde de fond de certaines des hésitations dasesl
D’autant que, lors de la résolution graphique, aipgt avaient éprouvé des difficultés a concevoir la
vitesse instantanée comme la vitesse que I'on hague moment en ajoutant « sur un petit intervalle
quoi ». Il faut ici préciser que I'expérimentatawait lui-méme anticipé les objections possiblesipant
ainsi I'herbe sous les pieds des éléves. Maispstril convient d'évoquer deux différences avec le
probléeme du vase conique. D’'une part, les mouvesnéfutdiés ici le sont a travers des fonctions, donc
des représentations mathématiques plus constrsies, référence aucune a un dispositif expérimental
plus brut, fat-il de I'ordre de I'expérience memtatomme dans le cas du vase conique. D’autre part,
'annulation deAt correspond a l'intuition graphique, exprimée aspurs reprises ici, que la solution
peut étre située dans un intervalle de temps aesisique possible.

En revanche, on trouve trace dans nos expérimensatie difficultés dont on peut supposer, d’aprés
I'analyse de Schneider (1988, 1992), qu'elles solirigine de celles évoquées ci-dessus. En pdieic
plusieurs marqueurs langagiers montrent le sougiéigéves de trouver un sens au traitement fait a
ainsi que le malaise a ne pas en trouver un etdgparaitre qu’une certaine notion d’infinitésiméame,
dans leur téte, sur le concept de limite de fonctidans I'analyse standard, ce dernier exprimes den
langage formalisé ou plus proche du langage coucanque veut dire : « la limite de la fonctifrégale
b lorsque la variable tend vers: » mais ne permet en aucun cas de donner sensrdérmdissociée, ni
a I'expression « (x) tend versh », ni a I'expression & tend versa ». La définition de la limite est en
effet contravariante et subordonne ainsi le congmoent deAt ou celui deAp a la progression de leur
rapport. Ici, au contraire, les éléves se polatjsaés la résolution graphique, sur ce famatdont ils
parlent avec hésitation et circonspection commaal« différence de temps tellement petite gue t,

® Le verbe «baquer », dans le langage des éleigsifiss « mettre au bac » et, par extension, «jeteu
« supprimer »
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(ou At = 0) » ou « infiniment petite » ou un intervalle denfis « qu’'on réduit a fond ». Mais vouloir
donner un sens aAt tend versd » de maniere autonome, dans une perspective eotarde la limite,
conduit a une impasse : le temps étant une gramdertinue par excellencat ne peut « tendre vefs»
sans le devenir. De méme en est-ilAge En rendant nulles ces deux grandeurs avant méntierdeur
comportement a celui de leur rapport, comme oretaitf en considérant la limite de la fonction «tau
d’accroissement », on est acculé a devoir congidérguotientd/0 qu'on éprouve beaucoup de peine a
interpréter physiquement puisque rien ne se passméemps nul. C'est la I'impasse @y0, identifiée
par les historiens comme un « nceud » dans le dégwehoent du calcul infinitésimal (cf. Boyer 1949).

Cette section a permis de mettre a jour quelquesaess d’'une genése scolaire de la dérivée
gu’enclenchent les variables didactiques d’'uneatiin donnée. En 'occurrence, la recherche du nmome
ou deux mobiles ont la méme vitesse sur un intkneal I'un évolue a vitesse constante tandis cugre
accélére conduit a situer I'inconnue dans desvatkss de plus en plus petits. La difficulté épréena le
faire graphiquement ou numériquement pousse arggémon seulement le temps mais aussi la durée de
l'intervalle. Des considérations physiques (il éxisin seul instant ou les deux vitesses sont égates
algébriques (une seule équation ne suffit pas péterminer deux inconnues) donnent alors l'idée de
rendre nul I'incrément de temps. Il en découle famme algébrisée de la dérivée (iti®partir de) qui
permet de trouver le temps cherché comme racineeddguation du premier degré méme si cette forme
n'a pas encore le statut de fonction comme nouseerons plus loin.

Evidemment, cette démarche est collective et suppoplusieurs reprises, une aide du professeur, en
particulier pour exprimer correctement I'image desbmmet + At par une fonction quadratique. Ce
calcul est évidemment trés lourd en regard de eemguels conduisent respectivement la stratégie des
droites paralléles ou celle de I'écart maximum. QIus est, il posséde un caractere douteux trassame
les regles habituelles du calcul algébrique selesguelles toute simplification appelle un jeu de
compensation. Il convient donc non seulement dealieler mais aussi de faire apparaitre que son pham
d’'opérationnalité dépasse le seul probleme renéacitrC’est I'objet de la section suivante.

Validation pragmatique de ce nouveau calcul etrsiten de son champ d’application

Malgré les réserves avancées par les éléves Rgitanité du nouveau calcul identifié, aucun n’arpe
de doute quant a I'exactitude de la réponse qeihmet de donner a la question posée. Et pourtant, |
suppression d’'un terme dans une somme, sans jeordpensations, induit fortement la conviction de
commettre une erreur, flt-elle négligeable, et doele d’'approcher seulement ce qui est cherché : o
peut observer en tout cas, dans I'histoire des émadiques ainsi que dans des réactions d'éleves
(Schneider, 1988), que de tels arguments sont @saaassi bien que des considérations empiristes, p
dénier a un tel calcul le pouvoir de déterminercéxaent une vitesse ou un débit instantanés. Capénd
ne l'oublions pas, il s'agit ici de déterminer urstant, celui ou deux mobiles ont méme vitesseet,
plus est, aprés avoir acquis la conviction quersant est unique et I'avoir situé dans un intbeveodé
algébriquement sous la fornfe; t + At] (ou[t, ; t,]) : il peut dés lors sembler normal de cerner ting
cherché en «réduisant [cet intervalle] a fond emme le dit un éléve, par annulation de ou
assimilation de; at,.

Quoigu’il en soit, la plausibilité du résultat tn@u peut étre testée sur le dessin, trois solutions
graphiques ayant été institutionnalisées a l'ishui¢ravail précédent. Et c’est bien sur cette lpseles
éléves mettent a I'épreuve, dans un premier telapésultat de leur investigation :

M1 : Ca doit faire un virgule... Normalement, ¢a diite plus petit que 1, parce que... C'est censé Eise p

petit que 1. Oui, ben...

[...]

E1l : En méme temps, c’est vrai que sur le, surdplgque, ¢a parait logigue comme chiffre, ou pas ?

M1 : Moi, je dis : c’est bon.

C1: Oui, ca doit étre bon.

E1l : Ca parait logique, quoi.

N1 : Oui. Moi aussi, ¢ca me parait bon.

M1 : Voila.
Mais surtout, comme annoncé dans I'analggeiori, la réponse obtenue par ce calcul est la méme que
celle fournie par les deux autres stratégies qui $®ulement s'appuient sur des intuitions physiques
traduites graphiqguement mais mobilisent aussi debniques jouissant d’une certaine crédibilité a ce
niveau de la scolarité : exprimer l'unicité de lalusion d'un systéme ou maximiser une fonction du
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second degré. Il s’agit d'une maniére pragmatigeiesalider une nouvelle méthode : on la teste sur sa
capacité a produire le méme résultat que des meéshdéja éprouvées. Mais il s'agit 1a d’'une démarche
étrangére a la culture scolaire, en raison du abrdidactique classique. En effet, toute technique
enseignée a I'école eatpriori recue par les éléeves comme légitime. Et il es carun professeur en
souligne les aspects éventuellement provocatews @o valider le bien-fondé par comparaison avec
d’autres méthodes déja éprouvées. Pour toutesaiss, nous nous attendions a ce que cette déenarch
de validation pragmatique, évacuée des praxéolegiEiuction », passe relativement inapercue d@ans |
expérimentations menées ici. Nous avons toutefeicantré quelques éléves qui, d’eux-mémes, y
recouraient. Ainsi, ceux qui avaient mobilisé spagment un calcul de limitdim,,_,(2t + At) = 2t,
pour trouver la réponse une deuxiéme fois aprésifaéja obtenue par la stratégie de I'écart maxim
commentent ainsi leur résultat : « Les deux répmssat les mémes, donc on suppose que le deuxiéme
procédé est correct méme s'il est louche ». De méwens nous observé le soulagement d’autres éléves
lorsqu’ils ont vu que leur solution, basée sur pmecédure « infinitésimale », correspondait a celle
trouvée par le biais d’une autre stratégie : «@hgere ! ». Dans d’'autres classes, c’est I'expémtateur
qui, sur base de ce qu'il avait entendu dans lesggs, a souligné le caractére scandaleux du nouvea
calcul identifié — en le rapprochant de la méthd@elégalité de Fermat — et a mis en évidence ke rol
joué par 'existence d’'autres méthodes de résaiutio

Comme nous I'avons déja dit, la recherche d’'un nmiroé deux mobiles ont méme vitesse n’a pas de
caractéere fondamental vis-a-vis du savoir viségloesle mouvement non uniforme est modélisé par une
fonction du second degré, en raison de I'existel@atres méthodes de résolution qui permettentidév
la méthode « infinitésimale ». Et c’est ce qui n@amenés a remplacer, dans un second temps, ce
mouvement par un autre dont la loi est une fonatioriroisieme degré. Ce choix permet d’invalider le
deux autres stratégies qui demandent alors d'exprga’une équation du troisieme degré a une saiutio
unique ou de maximiser un polyndme du troisiemed@leme que les éleves ne savent pas faire a ce stad
Reste le calcul «infinitésimal » et certains éwly engagent d’emblée sur demande expresse du
professeur plus que par conviction, ayant été ét#smpar la complication des calculs lors de lageadie
précédente :

M1 : On aurait d( faire la tangente. Avec la tarigean aurait été tranquilles. Oui, il [Exp] noudanné une
saloperie avec ces escaliers, la. Qui a eu I'idéeed escaliers la ?
E1 : C’est moi [ce qui provoque les sourires de HY14.

Ces éleves optent ici pour les notatioret At, sans doute par référence a l'institutionnalisafaite par
I'expérimentateur a la suite du probleme précéddais les calculs deviennent encore plus compligués
celui de la vitesse moyenne supposant cette foraalaliser la formule du cube d’une somme et faisan
apparaitre, apres les simplifications algébriquesterme contenamt et un autre comprenat)?. Le
contraste n’en n'est que plus impressionnant dlatxpression de la vitesse moyenne et celle détésse
instantanée, réduite3t? aprés annulation d&t. C’est ce qu'illustre I'échange suivant :

C1: C'est hyper facile [...] C’est la méme chose gaatfe fois. On fait de nouveau "Ekt,= 0 !I" ».
E1 : At ne peut pas étre égal a zéro.

M1 : Tu metsAt en évidence. Ca fait3fois At, plus 3tQt)2...

E1 : Ah, oui, oui, je vois.

C1: Oui, cava: c'est pas silong.

N1 : Cette méthode, quand on la connait, elle essti aapide, oui, que les autres, je trouve.

C1: Ca me parait un peu facile.

Les éléves adoptent alors cette méthode au poinedgas la remettre en cause lorsqu’une vérifinatio
faite sur un graphique faux contredira le résutatenu. Méme si, aux yeux de I'un ou l'autre, gitede
un caractére plus que particulier :

N1 : Cette méthode [...] est aussi rapide, oui, geeulgres. [...] Mais elle est moins clean.

On peut supposer la que la validation pragmatiqueeadte méthode joue un role et ce, d’autant ples q
la fonctionp(t) = t se comporte comme la fonctigit) = ¢ du point de vue de la croissance et de la
concavité, cette derniére caractéristique étargranéte, comme nous I'avons vu, dans lidentifiqatio
d’'une accélération du mouvement et de la mise emeele I'une ou l'autre stratégie qui en résulte.

Une mise en commun permet enfin au professeur dgyrifr cette méthode comme la démarche
optimale pour répondre a la question posée etléag® filmés, qui ralaient de devoir suivre la t&gie
des marches d’escaliers une nouvelle fois, se ig§ent finalement quand ils voient que leur striatégt
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la seule a rester opérationnelle lorsque la lomwvement non uniforme est une fonction du troisiem
degré.

Comme analysé dans cette section, le problemeealesmobiles joue a peu de choses prés le méme
rble que le probléme du vase conique dans I'’émerydn concept de vitesse instantanée et ce, emrais
de variables didactiques analogues. Un mouvemeitésse variable y est contrasté avec un mouvement
uniforme. Une question relative a I'instant auglesl deux mobiles ont méme vitesse pousse les éeves
engager et a mettre a I'épreuve le concept de s@tesoyenne pour localiser I'inconnue dans des
intervalles de temps de plus en plus petits. Liafigation d’'une des stratégies graphiques, posante
tempst et son incrémenit, permet d’identifier un calcul nouveau dans lequelannuleAt en fin de
parcours. Cette méthode, a priori sujette a cauéisiconfortée par sa capacité a fournir une pdont
la plausibilité est validée graphiquement et qanslun cas au moins, est celle a laquelle conduiserx
autres méthodes déja institutionnalisées. Cependantrairement au probléme du vase conique, celui
des deux mobiles repose sur une symbolisation graplde mouvements rectilignes par le biais des loi
de position qui leur correspondent. Il y a doncnoilieu a créer en amont dont fait partie un rapport
idoine des éléves a de tels objets.

5. Du concept de vitesse instantanée a celui de xade variation instantané

Suite aux deux situations qui ont été analyséegujics, il reste un travail a faire pour justifida
définition du concept de vitesse instantanée emdserde calcul « infinitésimal ». C'est 'objet dee |
section 5.a. Dans la section 5.b. ci-dessous, tent®ns d’évaluer le saut a réaliser pour passer du
concept de vitesse instantanée a celui de taummgg&tion instantané.

5.a. Vers la définition du concept de vitesse instéanée

Il s'agit a présent de demander aux éleves, nos lglunoment auquel deux mobiles ont méme vitesse
mais plutdt ce que vaut la vitesse de I'un d’ewuennstant donné. Le mobile en question est c@at

la loi de position esp(t) = t3 et dont la vitesse estt? et linstant choisi est = 1,5. On attend des
éléves qu'ils considérent cette formule comme fiomctlu temps et qu’ils y remplacent tout simplemntent
par 1,5 pour obtenir la réponse cherchée. VoiccHeminement de quelques-uns d’entre eux, assez
significatif de ce que nous avons pu observer tiansemble des groupes.

C1: Ben, il y a une deuxiéme question : quelleasitesse d@at = 1,57
E1 : Ah oui.
N1 : Ben on fai(1,5)3 quoi.
C1: Non.
. 3\3
N1 [croyant rectifier correctement] : Et(hz-)
C1: Non, non ... Parce qu’en fait, on demande lss#enstantanéet@eP;. Tu vois ?
N1 [découragé] : Ah, non !
C1: Enfin, 13, tu fais 1,5 : tu auras la vitesseyemme jusque = 1,5, tu vois ?
M1 : Tu fais 1,5 ... Attends.
C1 [a M1]: Non! Parce que, la, ce sera la vitesgg/enne jusqu'a 1,5. Tu dois donner la vitesse
instantanée.
M1 : Mais comment on calcule ¢a ?
E1l : Attends. Tu ne peux pas juste remplacer ars diéquation, avoir la position ... ?
C1: Non.
El: ... et comme ¢a, tu as le temps, la positida eitesse ?
C1: Non, parce qu’alors, ce serait la vitesse moggusquée = 1,5.
N1 : Ben, attends. On va juste essayer, pour Vvoir.
C1: Ce ne sera pas une vitesse instantanée.

M1 a l'idée d'utiliser I'égalité des vitesses moypes et d'y remplacerpar 1,5. C1 ne voit pas l'intérét
d'utiliser I'égalité puisque la vitesse cherchéecnacerne que la particuR®. N1 puis E1 comprennent
I'intérét de 'idée de M1 : utiliser I'expressiomi@nue pouw; et d'y remplacet par 1,5.

M1 : Mais ce n’est pas,5 + At machin chouette ... C’est ¢a ?
E1l : Mais, de toute facon, on obtiendra un chiffrg
M1 : Mais oui, mais, ici, tu remplaces I& 3.. tu remplaces par ... Oui, par 1,5 ... Tu vois, b&rau carré

-3
4
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Cl:Non'!...

M1 : Tu obtiens la vitesse. Euh, oui ...

C1 [continuant sa phrase] : ... parce %ue

N1:Ah! Si, si, si, si.

C1 [terminant sa phrase] : ... on s’en fout, on n’g@us besoin.

M1 [a N1, plus réceptif que C1] : Tu comprends ?

E1:Non! Parce que, I3, tu as égalisé ... Ah.oui

Cl:En %, on n'en a plus besoin. On te demande jBsteOn ne te demande pl&s. P,, on n'en arien a
foutre.

E1 : Ah mais, les; ... On al'équation de, : il suffit de remplacet.

N1 : Oui.

M1 : Et tu me fai8 x 1,5 [on n'entend pas « au carré »].

C1: Oui mais, quand ...

N1 [coupant C1. N1 voit sur sa feuille la formaje’il avait encadré&t? + 3tAt + At?] : Mais c’est ¢a,
c’est ¢a, alors !

El: Quic'estca. C'est.

N1 se rend compte qu’ils ont utilisé la formule glanne la vitesse moyenne, et non la vitesse
instantanée. Mais M1 lui répond immédiatement qug «approchant de 0 », ils obtiennent bien la
vitesse instantanée.

M1 : Et tu remplaces lgs?

N1 : Ah non, mais c’est la vitesse ...

M1 [qui rectifie] : At ?

N1 [qui termine sa phrase aprés réflexion] : ... nmoyee

M1 : Mais oui, maig\t, At rapprochant de 0, donc c’est 3 fois 1,5 au carré.
N1 : Oui, oui, oui, tu as raison.

C1: Oui, ca doit étre ca.

Comme le montre cet échange, I'adoption d’'un pdmtvue fonctionnel ne va pas de soi pour tous les
éléves. Pour le comprendre, il convient de se reman probléme des deux mobiles dont la solutiait ét
obtenue par résolution d’'une équatia2t:= v/3 dans le cas ol le mouvement non uniforme était

3t? = /3 dans le cas ou c'étaif. Dans ces deux équationf3 est la vitesse constante d’un des deux
mobiles tandis que l'autre membre est la vitessgabke de I'autre mobile. Mais il est possible de
résoudre le probléeme sans identifr ou 3t?2 comme la loi de vitesse du mobRg On peut méme
arriver a ces équations en égalant non pas desegenais des écarts de position, ce qui n’étaitepeas
des éléves filmés ici. En outre, a supposer queliages identifient biet ou 3t? comme la vitesse
instantanée du mobile concerné, il faut qu'ils cfeart de point de vue pour regarder cette formuke no
pas comme un des membres d’'une équation mais camenéonction de t, ce qui ne va pas de soi ainsi
que montré par plusieurs chercheurs (e.a. Sierii®©2). Toutefois, c’est un retour en arriére qui
permet aux éleves d’adopter le bon regard. En,effest en considérant I'égalité des vitesses mogsn
des deux mobiles du probléeme précédent que lesefl@alisent d'abord qu’un seul des deux mobiles es
ici concerné et, ensuite, qu'il convient d'y rengaaAt par O.

Le probleme des deux mobiles reste également déenee pour justifier que, a une loi de position
de la formet3, correspond une loi de vitesse de la foBt& Par exemple, on peut affirmer que la vitesse
du mobile concerné, en= 1/2, vaut3/4 car, en cherchant I'instant o ce mobile a mértesse qu’'un
mobile a vitesse uniforme &4 comme dans le probléme précédent, on tombé AUrEt cet argument
qui s’appuie sur l'intuition formalisée lors de fatuation précédente vaut pour toute valeurtde
Evidemment, cela suppose une référence impliciteljectivité de la fonction-vitesse en jeu. QUi
est, on travaille sur un exemple particulier. Maisst-il pas suffisamment probant pour pouvoiraore
que l'expression de la vitesse instantanée d’unilmobn un instant, est obtenue en annulafst de
I'expression de sa vitesse moyenne sur At], une fois faites les simplifications algébrique®n est la
en mesure de définir, au moyen d’un tel calcutdecept de vitesse instantanée. Et c’est un totiawan
cours duquel on passe du préconstruit « vitesseum aoncept proprement mathématique et qui est
typique, comme nous l'avons dit plus haut, de dadition entre une praxéologie « modélisation vnet
praxéologie « déduction ». Evidlemment, le concep@estion est encore défini & ce stade par ldete
suppression de termes, comme chez Lagrange, dtednirc reste a parcourir avant de le subordonner au
concept de limite formalisé en termes de quantiiges et d’'inégalités. Mais cette forme embryormair
de définition peut vivre pendant un certain tempsos application a plusieurs exemples suffiraigefa



26

émerger, dans les classes, l'idée de certainedaréga dans les résultats et celle de I'existedicm
calcul plus rapide qui s’apparente a notre calesldérivées.

Cette premiére approche du concept de vitessentasie lui donne une existence autonome et lui
confére certaines propriétés qui heurtent le semsmn. Ainsi, les éléves s'étonneront-ils de devoir
accepter gqu'une vitesse puisse étre négativeosi $& conforme a la maniére de la définir. C'est le
moment opportun pour leur faire interpréter unedimouvement non monotone et la considération d’'un
tel graphique permettra de montrer les avantagesmodueau point de vue sur la vitesse : 'uniciténd’
définition et du type de calcul la déterminant daefonction soit croissante ou décroissante et une
information donnée par le signe de la vitesse susens de parcours du mobile. La méme situation
donnera également 'occasion de définir I'accélératnstantanée comme résultat d’'un méme type de
calcul appliqué a la vitesse et de montrer quesdpect de cette définition se solde par des corségs
qui peuvent paraitre cocasses, en particulierigatibn de parler d’accélération positive sur uelivalle
ou le graphique de la loi de position est décroisasec une concavité tournée vers le haut aloed’qo
a envie, dans ce cas, de parler de décélératimoulde étant de moins en moins pentue... C'estide pr
de la mathématisation des grandeurs.

5.b. De la vitesse instantanée au taux de variationstantané

Une derniére situation retient ici notre attentitbrs’agit de faire évoluer la notion de vitessetantanée
en celle plus large de dérivée. Sans prétendre pode cela une situation a caractére adidactigoes
avons proposé aux éleves deux problemes d'optimisatobilisant une méme fonction mais situés, le
premier dans un contexte graphico-cinématique s¢dend dans un contexte géométrique.
Voici I'’énoncé du premier probléme :
Considérons un mobile sur une trajectoire rectiégmont la loi de mouvement est donnée par la
fonction
p(t) = 4(t® — 25t% + 150t). Entret = 0 et t = 10, a quel(s) instant(s) la distance du mobile a
I'origine est-elle maximale. Que vaut alors sa sge ?
Et celui du second :
On considére a présent une plague en tdle dont metig les coins selon la figure suivante. En
pliant les bords de cette plaque, on obtient unigeb@ctangulaire et sans couvercle. Déterminer
la valeur de x telle que le volume de la boite s@ximum.
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Ce dispositif est dicté par une observation aniéeigSchneider, 1988) : aux prises avec ce dernier
probléeme d'optimisation, peu déleves ayant recu amseignement standard des dérivées lient le
maximum du volume au point ou la dérivée est neiljdorsqu’ils parlent de tangente, c’est pour éxaoq
une translation de I'ax®x jusqu’a la hauteur ou il frble le maximum. Nousira®ons que le contexte
cinématique du premier probléme peut aider lesesl@vassocier I'idée de maximum a I'annulation d’'un
taux de variation instantané, ici une vitesse. @aandeuxiéme probléme, il mobilise la méme fonttio
que le premier. Cela peut conduire les éléves @sfiteer de I'un a l'autre soit la réponse, soit la
technique. L’enjeu est d’'arriver a faire émergatée que ces deux problemes font partie de la méme
classe et ce qui nous intéresse ici c’est l'irgddiiité que les éleves expriment des résolutiomsliacun
des problémes et de ce gu’elles ont en communekaription ci-dessous montre le rdle joué parjeles
de langagalans la prise de conscience de certains d’enke eu

Pour la plupart des éléves, il ne va pas de sorapprocher la recherche d'un maximum et
'annulation de la vitesse. Ceux qui en restent aspects graphiques ne parviennent qu'a une
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approximation numérique. L'expérimentateur engdgesdes éléves a interpréter le graphique en terme
de mouvement :

Exp : A linstant qui vous intéresse, il avancgaltse met a reculer. Creusez ce que ¢a veut dire.
Cette sollicitation guide I'un ou l'autre d’entrexevers la solution :

M1 : Calculer a partir de quand il commence a recule

N1 : Alors attends : qu’est-ce que ¢a veut dire..n Be'il a une vitesse positive...

M1 : Positive au début...

N1 : Que la pente est positive et puis négative...

M1 : Ben il faudrait trouver un moyen de calculgragtir de quand, justement, il recule ; de voir @gaport a
la vitesse qui est positive puis négative. [...Jalt voir comment on a calculé les vitesses airpdes
équations : il y a peut-étre moyen de trouver l&mn de la vitesse. Enfin, tu vois, on avait aclefois
trouvé une équation d’une vitesse. On avait... Tws,va8f... 3t? pour celle-la. [...] Donc, tout simplement
plus grand que zéro, il n'y a pas moyen ? On dit ®mplement : quand [...]. Tu vois ? Ou bien, non:
vitesse égale a zéro... Mais oui : elle augmente..mbenent ou elle [la vitesse] sera égale a zérof tes
moment ou elle [la distance] sera plus grande epeeaju’elle [la distance] augmente puis elle dedce

N1 : Oui, C'est ca.

E1l : Oui, elle sera égale a zéro.

C1 : Quands est égale a 0, oui.

N1 : Oui, c’est ¢a, ou la pente est nulle.

Lorsque I'expérimentateur revient dans leur grolge éléves lui expliquent pourquoi ils ont écrieda
vitesse est nulle lorsque la distance est maximale

E1l:[...] lci, on sait que la vitesse sera égal@@z[...] Parce que c’est... Il avance, il s'arrétepeis il
recule.

Lorsqu’ils abordent le deuxieme probleme, les &epeennent assez vite conscience d'une similitude
formelle, voire d’'une similitude graphique, entes Ideux probléemes mais n'expriment pas forcément
d'intelligibilité quant a la parenté de ceux-ci.Wioce qu’en disent deux d’entre eux :

C1l: «Je ne comprends pas comment on peut fainémae chose que I'autre fois vu qu’'on n'a pas lassé,
on n'a pas de vitesse ».
M1 : « Il faut trouver une excuse pour avoir laesie ».

En revanche, quelques secondes plus tard, le méwe éonstruit une procédure similaire a celle
employée pour résoudre le premier en envisageaffaide jouer ax et Ax le méme rdle qu'a et At
précédemment :

M1 : « Mais, au lieu de dire... On ferait mieux deedi +Ax. [...] Mais oui mais la vitesse [...] On peut
utiliser qu’on avait + At avant, pour trouver un moment et un moment justésa Mais 1a, on peut utiliser la
méme chose pour dire un volume précis et un volapnes. Doncx + Ax, enfin, je ne sais pas ... ».

Enfin, un éléve observe l'intérét d’avoir proposg teux problemes dans cet ordre :

E1 : « Si on avait commencé par ¢a [le problemealume], caaurait été plus compliqué, disons. Parce que,
si on commengait par ¢a, on ne pouvait pas égalete équation [avec la vitesse instantanée], giitelle
était nulle. Donc on n'arrivait pas a trouver ceéponse-la ».

Rappelons I'enjeu majeur de ces deux probléemesituer la classe des problémes d’optimisationréirpa

de deux d’entre eux, le premier se situant dansomtexte graphico-cinématique, le second faisaritepa

du cadre géométrigue. Comme observé, il ne va @awidqu’un probléme de distance maximale peut se
penser en termes de vitesse nulle. Les élévestigenent d'abord a des aspects graphiques jusqu’au
moment ou I'expérimentateur commente le mouvemexctiligne représenté par ce graphique en parlant
d’'un mobile qui « avance » ou « recule ». C'estitalangage qui situe I'expérience dans un univers
encore peu épuréon aurait pu, en faisant référence a un mobilecpeel qui n'a ni avant ni arriére,
parler d’'un mouvement dans le sens positif ou riegat la trajectoire orientée. Mais c’est un dis

qui fait mouche puisquées éléves s’en emparent pour l'interpréter en &snde vitess@ositive ou
négative, ou encore de pente positive ou négatmeformément a ce qui a été enseigné auparavant. Et
c'est ce qui permet a I'un d’eux dmnvoquer un type de calcdéja pratigué dans des situations
antérieures et qu'il appelle « I'équation de lasge ». Toutefois, il faut remarquer que pensemalar
cette vitesse ne lui vient pas directement a liegar il semble envisager tout d’abord de résoudre
inéquation : « tout simplement plus grand que Bar. contre, une fois exprimée (par un autre) ¢eée
d’annulation, tous les éléves s’en emparent ; digux 'interpréte en termes d’annulation de latpest
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un autre la justifie en revenant au mobile quiatréte » entre le moment ou il « avance » et aalui

« recule ». On voit ici s’entreméler plusiejesix de langagele discours portant dialectiquement sur le
mouvement d’un mobile dans un langage proche dtidjen, sur des savoirs physiques déja construits
comme le signe de la vitesse ou son annulatiorgesiconnaissances graphiques ou symboliquesgui le
traduisent : la pente, une inéquation ou une éguatdn peut donc conclure que l'univers graphico-
cinématique dans lequel les éléves ont été plomagésrieurement a pu constituer, pour ce groupe
d’éléves au moins, un univers cognitif permettamé gertaine dialectique avec un systéme d’écritures
symboliques.

Comme on I'a dit plus haut, le deuxiéme probléntedas point de vue formel équivalent en tout
point au premier : méme fonction mobilisée, ménsmldion via un calcul de dérivée et son annulation
Ce pourrait étre suffisant pour que les éléveseartipa réponse de l'un a l'autre. lls n’en fonnrienéme
si I'un d’eux est conscient que c’est a desseinlgyeofesseur leur propose les problemes dansrdes.

Au dela de l'unité fonctionnelle, il faut ici congrdre qu’'une méme technique permet de les résoudre
tous deux. La difficulté est qu’il faut penser al@r une sorte de pendant de la vitesse dans leed®ix
probléme, sans pouvoir encore parler de dérivémniVient de souligner que le mot méme de « désivée
est significatif d'un autre niveau d’appréhensi@nces divers problémes et atteste que I'on estc@nts

de les résoudre en cherchant une nouvelle fonctiatérivée » d’'une autre au moyen des régles de
dérivation. Mais les éléves concernés n'ont pasmnappris de calcul de dérivées et cherchent, @mmm
I'un d’eux I'exprime, « une excuse pour avoir ldegise ». A défaut de pouvoir s'appeler « dérivée »,
I'équivalent de la vitesse dans le probleme dediebaurait pu étre ce que certains nomment leix ta
instantané de variation ». Effectivement, le tasixum rapport tout comme la vitesse ; comme cellé-c
mobilise une variation : ici variation d’'un voluna lieu d’'une variation de position ; le qualifitat

« instantané », par contre, peut paraitre incordmns le probléme du volume étant donné que,
contrairement au probléme de la vitesse, la vaiatiépendante n’est plus le temps. Et pourtamhoe
Schneider (1988) I'a observé, les éléves qui panget a injecter une idée de variation la ou eflea

pas de soi a priori le font souvent en référenceteanps de déroulement de la pensée et il est
symptomatique, de ce point de vue, de voir comriélitve M1 subodore l'intérét de remplader At
par x + Ax en faisant le parallele entre, d'une part, « unm@iet et un moment juste apres » et, d'autre
part, « un volume précis et un volume aprés »stddenx + Ax qu'il note mais c’est bien « apres » qu'il
dit. On peut donc penser, au niveautyhe de calculgonsidérés a ce stade (qui consistent, rappedons-|
a supprimer des termes contendrtdans un taux moyeny/Ax), que la locution «taux de variation
instantané » facilite la prise de conscience dasslientre les deux problémes étudiés ici. Mémdlesi e
peut favoriser une confusion chez les éléves, erdrmation temporelle et variation en fonction déun
variable indépendante quelconque, confusion quiesstera de la part du professeur un discours
d’explicitation sur la signification du remplacemaiet enx. On trouve, dans cet épisode didactique
encore, tout I'intérét d’'un jeu de langage app®paur faire vivre un systéme de notations donpesé

a une technique nouvelle.

DE SITUATIONS FONDAMENTALES AU DISCOURS TECHNOLOGIQE
PROPRE AUX PRAXEOLOGIES « MODELISATION »

1. Des situations a caractére fondamental

Nous avons cherché a montrer en quoi des lois devemeents rectilignes pouvaient constituer un milie
pour un apprentissage des dérivées, certains asgecte milieu étant alliés et d’autres antagosiste
Dans un premier temps, ces lois données graphiquesmgorisent une analyse qualitative et globake de
mouvements en termes d’accélération ou de constintevitesse ; elles favorisent aussi une forrea «
acte » du théoréeme des accroissements finis damsntexte particulier : si, sur un intervalle denps
donné, un mobile qui accélére a méme vitesse meygatun mobile animé d’'un mouvement uniforme,
ils auront tous deux méme vitesse (instantanéa)neimstant précis de cet intervalle. Dans un second
temps, la recherche de cet instant a partir deessipns analytiques des lois de mouvements previagqu
mise a I'’épreuve du concept de vitesse moyenr&entification d’un nouveau calcul ot I'on annule
dans I'expression de cette derniére, apres I'asiomplifiée. Ce calcul conduit a la formule de léegse
instantanée du mouvement non uniforme, d'abordigqupe dans une équation dont I'inconnue est le
temps, puis mobilisée comme fonction qui donneowt tnstant, la vitesse du mobile. C’est donc la
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fonction dérivée qui est en jeu, le nombre déried ®tant qu’'un sous-produit, soit une de ses image
une valeur particuliere de Sa légitimité comme modéle mathématique de &ss# - I€gitimité qui ne va
pas de soa priori, 'annulation deAt étant sujet a débat - vient, dans ce parcourssaolement de son
instrumentalité dans la résolution de questiongegjgévent de « I'instantané » mais aussi d’'unedeadibn
pragmatique, le résultat de la nouvelle technicaatémis a I'épreuve par d’autres méthodes. Eméin,
concept de taux instantané de variation permetdjél celui de vitesse instantanée, dans un cantbxt
problémes d’optimisation, mais cette extension sappun discours approprié ou la référence au temps,
utile de prime abord, se doit d’étre présentée ceramartifice mental momentané.

Le parallele fait avec le probleme déja ancien dsevconique (Schneider 1988) non seulement a
permis de comprendre la spécificité des situatmnkes mouvements sont symbolisés par des graghique
et des formules mais a mis aussi en évidence désbles majeures communes aux deux approches et
crédibilisé I'analyse relative a leur rdle : entadier I'existence d’'un mouvement dans un coreex il
apparait non uniforme d’entrée de jeu et ou ilassttrasté avec un mouvement uniforme, le choix du
temps comme inconnue pour provoquer I'’émergenceedprocédure infinitésimale, la possibilité d’'une
validation pragmatique de celle-ci.

Bien sdr, il s’agit d'une toute premiére approcks dérivées et, qui plus est, ce n'en est qu'umaipa
d'autres, les raisons d’'étre des fonctions dériétast multiples. Nous renvoyons a Gantois et Sdene
(2009) qui analysent d’autres options d’introductiabe ce sujet, en regard de l'intérét a considérer
vitesse comme un objet mental préfigurant le condepdérivée. Quoigu’il en soit, le propre du calcu
des dérivées est de fédérer, autour d’'une seutémte technique, des types de taches diversifiésmui
constituent autant de raisons d'étre : vitesse§migation, tangentes, approximations numériques et
autres applications. Aussi pensons-nous qu'il faiie travailler tous les types de taches concedaés
leurs aspects spécifiques en considérant la vagigigtémologique sous-jacente au calcul de dérivées
pour en faire mieux apparaitre progressivementaoectere unificateur.

Mais la portée de cet article est plus générafmes y venons.

2. Un discours technologique incontournable qui st@arte des standards

On voit dans I'expérimentation s’entreméler plusseyeux de langage le discours portant
dialectiquement sur le mouvement d’'un mobile dandamgage proche du quotidien, sur des savoirs
physiques construits ou préconstruits comme lasstenoyenne ou la vitesse instantanée, sur cestaine
connaissances graphiques ou symboliques qui lenir @&ssociées : la pente, une inéquation ou une
équation. En outre, I'univers graphico-cinématigaes lequel les éléves ont été plongés a pu coestit
pour eux, un univers cognitif permettant une cedaidialectique avec un systéme d'écritures
symboliques.

Au dela de l'identification des moments adidact&ipessibles, I'analyse faite ici montre donc que le
lois de mouvements peuvent constituer les objata diilieu pour I'apprentissage de la dérivée dans |
mesure ou des jeux de langage appropriés permatigréléves de s'emparer de ces objets, que ces jeu
soient partagés par les éléves seuls ou engagd®mpsgignant pour les aider a désigner les olgats
milieu. Peu nous importe de classifier ces jeuxdayiers comme on le fait dans certaines recher@hes
orientation plus cognitiviste. L'important pour reowest de souligner leur caractere peu standardisé
typique des praxéologies « modélisation ». Aires,éleves utilisent des expressions telles queitedie
méme vitesse », « pente d'une courbe », « grapdradigles » pour désigner une droite et une coqdbe
ont méme pente en une méme abscisse... lIs parlest d& « réduire a fond » l'intervalle de temps ou
encore utilisent le mot « aprés » alors que le &gt hors contexte. Il n'empéche que ces jeux de
langage s’accompagnent d’actions sur des notatiohen rendent compte, telles que I'annulatiomde
dans I'expression d’un taux de variation ou le rlEm@ment de\t parAx dans un tel calcul. S’instaure
ainsi une dialectique entre notions et notationssans ou I'entend Mercier (2008) qui débouche sur
l'identification d’une nouvelle technique et sur flarmulation d’'un discours qui la justifie et lanck
intelligible eu égard aux questions posées, en brefliscours technologique au sens de Chevallard
(1999). En 'occurrence, ce discours technologigest pas, ni en tout ni en partie, un discoursttiaée
au sens entendu dans linstitution des mathématici#t repose en effet sur des arguments hybrides
mélant connotations cinématiques et graphiquestdase et son expression graphique y portanteles |
de langage plus primitifs que ceux qu’autorisedacept de dérivée. Ainsi, I'accélération est intéte
en termes de concavité d'une courbe, la vitessmantant avec la pente, et la détermination d’utamts
auquel deux mobiles ont méme vitesse s’appuie’dgalité des pentes de deux courbes en un point...
Qui plus est, une validation pragmatique a cours Amsi, la nouvelle procédure « infinitésimale »
acquiert une légitimité dans la mesure ou elle filde méme résultat que d’autres méthodes. Un tel
discours n’a pas droit de cité au sein de I'analpathématique. Et pour cause ! Dans 'analyse araind
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qui est une praxéologie « déduction », la vitesstantanée est définie par le biais du conceptrdt! Il

n'y a donc plus lieu de se demander si une tetlesse peut étre déterminée exactement par un cicul
limite. Quant au concept de limite lui-méme, il est « proof generated concept » au sens de Lakatos
(1984), construit pour donner prise & un systemgreeves que I'on voulait précisément épurées de to
intuition géométrique ou cinématique. |l permetsaie constituer I'analyse comme discipline autoeom
par rapport a la géométrie et a la physique etrdetsrer un discours déductif dans lequel les l@mls
géométriques et physiques a I'origine du calcuhitésimal sont relégués dans une ultime sectiotaen
gu’applications de la théorie. C'est la un exemgdeque Chevallard (1999) nomme « une déconnexion
franche du coeur théorico-technologique de I'ceutaeed ses applications ». Mais aussi un exemple de
ce que Freudenthal (1973) appelle une «inversidactique », soit un exposé a contre-courant de
I'histoire. Bien s(r, cette histoire est plus loeget plus complexe que ce que nous en avons dgcrit
Notons entre autres que, de Fermat a Cauchy, lésématiciens du XVIfi siécle, dont Euler, ont
largement contribué a ce renversement. En faipdecours didactique décrit ici restaure une forme
d’historicité des notions enseignées en prenantdeseapplications de I'analyse comme raison d'étre
savoir enseigné et en proposant une validatiorstte2gies engagées qui ne s’appuie pas sur laghéo
mathématique achevéele travail réalisé rentre donc bien dans le cadies praxéologies

« modélisation » en méme temps qu'il fait la paetld au discours heuristique tel que précisé par
Schneider (2011) et justifie par la le besoin deepale discours technologique sans devoir I'adsiné

un discours théorique, fat-il local. C'est que fenction du basculement décrit plus haut entrehkesp de
modélisation et celle de mise en ordre déductifginisation mathématique analysée ici ne congbifise
une réplique d’extraits de celle construite a des fle théorisation déductive. En cela, comme le
montrent les travaux de Rouy (2007), elle romptaaldment avec la transposition didactique en usage
dans l'enseignement secondaire, ou prédominent pdaséologies a trous qui imitent le discours
théorique dont elles empruntent des éléments enabligues tout en gommant les aspects jugés
inaccessibles pour les éléves concernés. On pewudédnire une fragilité écologique du dispositif
didactique analysé ici mais on peut aussi questiolandifficulté éprouvée tant par les cherchewrs par

les enseignants a identifier de potentielles primges de modélisation en raison sans doute d’'un
sentiment de naturalité vis-a-vis des approchesirss du bourbakisme. Et sans doute cette diféicul
participe-t-elle  au « monumentalisme » dénoncé pahevallard dans [I'enseignement des
mathématiques...
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